Heinz Schumann

Modulares Arbeiten im Geometrieunterricht

1 Einfuhrung
Die Zerlegung eines zu l6ésenden Problems in Teilprobleme und die Zusammen-
setzung der Losungen dieser Teilprobleme zur Lésung des gesamten Problems ist
eine der allgemeinen Methoden fir das Problemlésen. Die Beherrschung der
Methode des modularen Problemldsens ist Bestandteil der Methodenkompetenz fir
das Problemldsen.
Die Makro-Technik, das heil3t die Zusammenfassung einzelner Arbeitsschritte zu
einem einzigen Arbeitschritt und dessen Symbolisierung und Referenzierbarkeit ist
eine wesentliche Arbeitstechnik beim Einsatz von Computerwerkzeugen. Diese
Technik unterstutzt auch in computerisierten Lernumgebungen das modulare
Problemldsen. In traditionellen Lernumgebungen wird das modulare Arbeiten durch
das kleinschrittige und unékonomische Abarbeiten von Teillésungen nicht unterstitzt.
Das modulare Arbeiten wird eigentlich erst durch den Einsatz von Computer-
werkzeugen mit der Mdoglichkeit der Definition von entsprechenden Makros
realisierbar. Die mentale Reprasentation eines Arbeitsmoduls kann jetzt auf ein
entsprechendes Makro abgebildet werden. AuRerdem haben parametrisierte Makros
den Vorteil, dass man sie flexibel an die jeweilige spezifische Problemstellung
anpassen kann. Parametrisierte Makros stellen Loésungen allgemeiner (Teil-)
Probleme dar, die einerseits zum Aufbau eines eigenen Repertoires an Problem-
l6sungen dienen und die andererseits dem Problemléser im Rahmen der Gestaltung
einer Lernumgebung zur Verfiigung gestellt werden kénnen.
Mit dynamischen Geometrie-Systemen, die erlauben Makros zu definieren, kann
deshalb auf vielfaltige Weise modular gearbeitet werden u. a. bei der Zusam-
mensetzung

- von Teilformen zu einer neuen Form

- von Teilkonstruktionen zu einer neuen Konstruktion

- von Teilberechnungen zu einer neuen Berechnung

- von Teilabbildungen zu einer neuen Abbildung

- von Teiltransformationen zu einer neuen Transformation.
Die Parameter der betreffenden Makros sind grafischer und/oder numerischer Art. Im

folgenden illustrieren wir die Definition und Anwendung solcher Makros an
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ausgewahlten Beispielen unter Verwendung von Cabri Géomeétre I, dessen Makro-
Konzept fur unsere Zwecke besonders geeignet ist. Wir beschranken uns dabei auf
Makros erster Stufe, d. h. auf Makros, zu deren Definition nur eigene Konstruktionen

und bereits fest implementierte Makros verwendet werden.

2 Beispiele fir das modulare Arbeiten

2.1 Formen aus Formen

Beispiel (Netze (halb-)regelméaRiger konvexer Polyeder): Ein Netz des gestumpften
Wirfels ist aus gleichseitigen Dreiecken und regelmalligen Achtecken
zusammengesetzt. Zur Definition der entsprechenden Formenmakros konstruieren
wir zuerst ein gleichseitiges Dreieck und ein regelmaldiges Achteck, so dass jeweils
zwei benachbarte Eckpunkte Parameter sind (Ergebnis in Abbildung 1.1). Wir setzen
mit dem Formenmakro ,Regelmafiges Achteck” passend Achtecke aneinander (Abb.
1.2), um dann die regelmaRigen Dreiecke mittels des Makros ,Gleichseitiges
Dreieck” anzufiugen (Abb.1.3). Dabei kontrollieren wir durch gedankliches Auffalten
oder sogar durch Ausdrucken, Ausschneiden und manuelles .Auffalten, ob wir
wirklich ein Netz des gestumpften Wiirfels konstruiert haben. Die Abbildung 1.4 zeigt
ein falsches Netz. Die Verwendung solcher Formenmakros unterstitzt auch das
Losen entsprechender offener Aufgaben, in unserem Beispiel die Konstruktion vieler

verschiedener Netze.

Abb. 1.1
7N
N_/
N\
SN
Abb. 1.2
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Abb. 1.3

e

2.2. Konstruktionen aus Konstruktionen
Beispiel (Eine Satzfindung): Zu jedem Viereck A1A2A3A4 gibt es die vier Dreiecke
AlA2A3; A2A3A4; A3A4Al; A4A1A2, in die besondere Linien und Punkte

eingezeichnet werden kénnen. Es soll z.B. untersucht werden, ob die gleichartigen

Abb. 1.4

Punkte in den vier Dreiecken Eckpunkte eines besonderen Vierecks sind. Indem man
fur die Konstruktion besonderer Punkte im Dreieck entsprechende Makros definiert,
lassen sich solche Untersuchungen dkonomisch durchfihren.

Im Sehnenviereck ist zu untersuchen, welche Eigenschaften das Viereck aus den
Mittelpunkten des Inkreises der vier Dreiecke, die zum Viereck A1A2A3A4 gehdren,
hat. Dazu wird ein Makro definiert, mit dem fir jedes Dreieck der Inkreis mit seinem
Mittelpunkt konstruiert werden kann (Abb. 2.1). Dieses Makro wenden wir auf die vier
Dreiecke an (Abb.2.2) und erhalten ein entsprechendes Viereck, das durch
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Ausmessen und Variation von A1A2A3A4A5A6 als Rechteck identifiziert wird. Mittels
eines Makros ,Rechteck” (Figureniberprifung mittels Kongruenz -auch eine
Anwendung von Konstuktionsmakros!) oder mittels Eigenschaftsprifung
(Orthogonalitat und Aquidistanz) wird diese Vermutung erhartet (Abb.2.3). Wenn das
Sehnenviereck die Form eines Drachens hat, so ist das Rechteck sogar quadratisch
(Abb.2.4). Die Umkehrung dieser Aussage ist falsch (Gegenbeispiel durch
geeignetes Verziehen von Eckpunkten des Sehnenvierecks). Abschlieliend kénnte
man ein Makro definieren, das zu einem Sehnenviereck gleich dieses Rechteck

konstruiert.

Abb. 2.2/3

Abb. 2.4
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2.3 Berechnungen aus Berechnungen

Beispiel (aus der Flacheninhaltslehre): Die automatische Berechnung des
Flacheninhalts von Polygonen soll transparent gemacht werden. Dazu bestimmt man
zuerst den Flacheninhalt des Dreiecks z.B. folgendermaf3en: Das Dreieck ABC wird
am Mittelpunkt M, von BC gespiegelt und so zu einem Parallelogramm doppelten
Flacheninhalts erganzt. Mittels der als bekannt vorausgesetzten Inhaltsformel fur das
Parallelogramm ist |ABC|=ci./2 (Abb.2.1). Ein entsprechendes Makro mit dem
Parameter Dreieck gibt das Mal fur den Inhalt des Dreiecks an, der mit dem Wert
der Messautomatik Ubereinstimmt. Jetzt zeichnen wir z.B. ein ,sternformiges*
Sechseck A1A2A3A4A5A6, d. h. ein Sechseck, das sich von einem Punkt P aus
triangulieren lasst (Abb. 3.2). Dann bestimmen wir den Flacheninhalt des Sechsecks
als Summe der Inhalte seiner Teildreicke. Der so bestimmte Inhalt ist gleich dem
automatisch mit der Messoption berechneten. Eine geeignete Lageadnderung von P
andert am Ergebnis nichts (Abb. 3.3). Falls P wie in Abbildung 3.4 verzogen wird, so
ergibt sich ein groRerer Inhalt, denn das Dreieck A1A6P wird doppelt gezahlt, einmal
fur sich und einmal als Teildreieck von A1A2P. Verédndert man das Sechseck so,
dass es keinen Punkt mehr gibt, von dem aus es trianguliert werden kann, versagt
unsere Formel generell (Abb. 3.5) und wir missen nach anderen Ldsungen
Ausschau halten, z.B. nach der Gaul3schen Inhaltsformel fur geschlossene Polygone

(dazu ist das Polygen aber in ein Koordinatensystem einzubetten)...

ABC = 6,09 cm™* 2,65 cm{?2=8,05 cm*
ABC[automat] = §.05 cm?

A c=6.09 cm B

Abb. 3.1
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A3

A4

6.97 cm®

Al
ATAZAIAAARAG = 15,62 cm?* + 5.23 cm® + 9,70 cm? + 6,97 cm® + 3,44 cm*+ h,66 cm?® = 46,62 cm?
A1AZA3AAARAG(automat) = 46,52 cm?

Abb. 3.2

Al
ATAZAIA4ABAG = 19,13 cm?+ 10,97 cm® + 7,75 cm? + 4,81 cm?+ 2,90 cm?+ 0,96 cm? = 46,52 cm?
A1AZA3A4AGAG[automat) = 46,52 cm?

Abb. 3.3
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A3

Ad

20,76 cm?

Al

ATAZAZAAADAG = 20,76 cm* + 13,95 cm?® + 6,86 cm®+ 3,73 cm®+ 2,54 cm®*+1.34 cm®* = 49,20 cm®

AlAZA3AAALAG[automat.) = 46,52 cm?

Abb. 3.4

A3

11.21 cm®

6.64 cm®

Al

ATAZAIA4ADAG = 2,38 cm*+ 11,21 cm® + 1,64 cm® + 2,12 cm® + 3,31 cm®+ 8,84 cm®
A1AZAZAAASAB[automat.] = 22,88 ocm?

Abb. 3.5
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2.4 Abbildungen aus Abbildungen

Einfache Abbildungen kdonnen zu komplexeren zusammengefasst werden. So. z.B.
erhalten wir die Kongruenzabbildungen als Produkte von Geradenspiegelungen oder
die Ahnlichkeitsabbildungen als Produkte von zentrischer Streckung mit Rotation,
Translation und Spiegelung usw.

Produkte von Abbildungen sind als Makros definierbar. Die Parameter der einzelnen
Abbildungen bilden die Parameter der zusammengesetzten Abbildung.
Entsprechende Abbildungsmakros dienen der Figurenerzeugung, dem Studium von
Abbildungen und von Beziehungen zwischen Originalfigur und Bildfigur (etwa bei
abbildungsgeometrischen Beweisen).

Beispiel: Die Drehstreckung eines Dreiecks mit Drehzentrum M und Drehwinkel a
und Streckzentrum ZS und Streckfaktor k (Abb. 4.1) definieren wir als
Abbildungsmakro, das zu einem beliebigen Dreieck bei Vorgabe der

Abbildungsparameter ein Bilddreieck konstruiert (Abb.4.2).

k=1.b

& =73,00°"

Abb. 4.1
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-

Z -M

k=0.7

& =313,00"
Abb. 4.2

Wir benutzen nun das Drehstreckungsmakro mit zusammenfallendem Dreh- und
Streckzentrum, um einen Satz aus der Dreieckslehre zu finden und gleichzeitig zu
begrinden: Auf das Dreieck ABC wird eine Drehstreckung bei geeigneter
Parameterwahl so angewendet, dass es von seinem Bilddreieck A'B’C* sechsmal
geschnitten wird (Abb. 5.1). Die Innenwinkel des Dreiecks ABC stimmen mit den

Innenwinkeln von A’B'C* Uiberein, da es sich um &ahnliche Dreiecke handelt.
C

B
c
M, Z
B

k=1.3
@=49,00"

Abb. 5.1

Durch Schnitt von AB mit A’'B‘, BC mit B'C‘, CA mit C'A’ entstehen die Punkte D, E,
F. Uber den Strecken DE, EF, FD, die wir als Sehnen auffassen, sind jeweils die
Winkel mit den Scheiteln B, B* bzw. C, C' bzw. A, A' gleich. Nach der Umkehrung des
Umfangwinkelsatzes mussen deshalb die Punkte D,B,B'.E ; E,C,C,F;, FAA'D

jeweils auf einem Kreis liegen, was wir mittels des 3-Punkte-Kreis-Makros bestétigen
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(Abb. 5.2). Diese Kreise haben das Drehstreckzentrum gemein; das sich auf diese
Weise konstruieren l&asst, was hier vorausgesetzt werden soll ( zur Bestimmung des
Zentrums genugt die Konstruktion von zwei der drei Kreise). —Die Mittelpunkte
MAA'D, MBB’E, MCC‘F der Kreise bilden wieder ein Dreieck, das ahnlich zum

Dreieck ABC ist (Abb. 5.3 mit variierten Parametern, ohne Begriindung).

C
B'
E
¢ ,”J 5
L .
- .
- i
- 4
\
~7 \
- 1
|
)
\

k=13
x=49.00"

Abb. 5.2

a=35,00"

Abb. 5.3
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2.5 Transformationen aus Transformationen

Uber die Standardabbildungen hinaus gibt es Figurentransformationen bei deren
Ausfuhrung die Makrotechnik mit Erfolg angewendet werden kann.

Wir demonstrieren das am Beispiel der umfangsinvarianten aber flachen-
vergroBernden Transformation von Vierecken, einem Beispiel flr sogenannte
isoperimetrische Probleme.

Jedes Viereck ABCD (Abb. 6.1) lasst sich durch eine innere Diagonale in zwei
Dreiecke zerlegen, von denen jedes zu einem umfangsgleichen, aber
fachengroBeren gleichschenkligen Dreieck, die die Diagonale als Basis hat,

verwandelt werden kann, falls es nicht schon gleichschenklig ist (Abb. 6.2).

D

Abb. 6.1

Abb. 6.2
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Diese Verwandlung definieren wir als Makro und wenden es zweimal an, um aus
einem (nicht drachenférmigen) Viereck einen umfangsgleichen und flachengréf3eren
Drachen zu machen (Abb. 6.3). Den (nicht rautenfdrmigen) Drachen transformieren
wir auf die gleiche Weise in eine umfangsgleiche und flachengrdR3ere Raute (Abb.
6.4), zu der wir in ein umfangsgleiches und flachengrdReres Quadrat konstruieren
(Abb. 6.5; wenn man die Raute als Gelenkviereck auffasst, so ist ihr Aufrichten zum

Quadrat gut vorstellbar).

Abb. 6.3 Abb. 6.4

Abb. 6.5
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Schlie@Blich  wird ein Makro definiert, das zu jedem Anfangsobjekt
(nichtquadratisches) Viereck das umfangsgleiche, aber flachengrof3ere Quadrat
erzeugt; das Makro wird dabei so definiert, dass auch noch die Mal3zahlen fur den
Umfang und die Flacheninhalte, an denen man den Flachengewinn ablesen kann,
ausgegeben werden. Mit diesem Makro kdnnen wir nun auf experimentelle Weise
zeigen, dass unter den Vierecken mit dem Umfang u, das Quadrat mit der
Seitenlange uy/4 den grofdten Inhalt hat (Abb. 6.6/7).

Abb. 6.6/7
Das zu diesem duale Problem, ein Viereck in das inhaltsgleiche, aber umfangs-
minimale Quadrat zu transformieren, kann maktrotechnisch auf ahnliche Weise

geldst werden.

Zusatz: Die in Dynamischen Geometrie-Systemen definierten Makros basieren alle
auf einer figuralen Reprasentation. Im Falle des modularen geometrischen
Berechnens kénnen wir uns von dieser figuralen Reprasentation l6sen, indem wir z.
B. das algebraische Makro-Konzept von DERIVE verwenden. Das verdeutlichen wir
an folgendem Aufgabenbeispiel:

Von einem Quader sind die Lange (I = 5 cm), die Oberflache (O = 120 m2) und das
Volumen (V = 80 cm3) bekannt. Bestimme die GroRe der restlichen Kanten (b, h),
den Inhalt bxh des Seitenflachenrechtecks b auf h, die LAnge der Raumdiagonalen d
des Quaders und den Winkel a zwischen der durch b und | festgelegten
Flachendiagonalen und der entsprechenden Raumdiagonalen in Abhangigkeit von |,
o, V.

LAsung mit Derive unter Verwendung von Berechnungsmakros:

Wir geben die Oberflachen- und Volumenformel des Quaders ein (Ausdruck, Zeile

1/2), I6sen O nach b und V nach h auf; substituieren h in b, und lassen die Gleichung
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nach b auflésen. (Wegen der zwei Loésungen handelt es sich um eine quadratische
Gleichung, was wir aber erst nach Umformung erkennen konnten; DERIVE erkennt
iibrigens nicht, dass O%* — 40VI + 4V? faktorisiert werden kann.) Durch
Rucksubstitution gibt es auch far h zwei Losungen. Wir erkennen, dass die
Ldsungspaare b, h bis auf Vertauschung tbereinstimmen, es also nur ein Quader mit
den gegebenen Grol3en existieren kann.

In Zeile 9/10 definieren wir b und h als von I, O und V abhangige Berechnungs-
makros. Das Einsetzen der gegebenen Werte in diese Terme liefert die ebenfalls die
gesuchten Kantenléangen, exakt und naherungsweise (Zeile 11-16). Existiert immer
ein Quader fur vorgegebene Werte |, O, V? — Eine notwendige Bedingung fir die
Existenz: der Radikand muss grof3er/gleich null sein (Zeilel7); so z.B. gibt es fur | =
5, O =100, V = 80 keinen Quader, denn die Oberflache ist zu klein gewahlt, um das

Volumen quaderférmig einzupacken (Zeile 18/19).

B: 0 =2-{(1-b + b-h + h-1}
B2: U =1-b-h

0 -2-h-1
B3: h = ———
2-Ch + 1)
u
H4: h =
h-1
u
0 -2 -1
bh-1
HS: h=—"7——7—"—
u
2- +1
h-1
2 2 2 3 2 2 2 3
{0 -1 - 4-0-0-1 +4-V -16-V-1 3 +0-1-2-V {0 -1 - 4-0-U-1 +4-U -16-VU-1 ) - 0-1 + 2-V
B6: h = - b =-
2 2
4-1 4-1
2 2 2 3
{0 -1 - 4-0-V-1 +4-V -16-V-1 ) -0-1+2-V
B? h = -
2
4-1
2 2 2 3
J(O -1 - 4-0-0-1 + 40 -16-V-1 } + 0-1 - 2-U
e h =
2
4-1

2 2 2 3
(0 -1 - 4-0-U-1 +4-U -16-U-1 ) +0-1 - 2-U

2
4-1

H9: b(l, O, U) ==

2 2 2 3
{0 -1 - 4-0-V-1 +4-V -16-V-1 3 -0-1 +2-V

2
4-1

B18: h{l, 0, U} == -
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Nun verwenden wir mit Vorteil gegeniiber dem handischen Rechnen Berechnungs-
makros, um bxh(l,0,V), d(l,0,V), a(l,0,V) zu bestimmen: In Zeile 20 ist ist bxh als
Makro mittels der Makros fir b und h definiert. Das Makro fir die Lange der
Raumdiagonalen erhalt man mit Hilfe des Pythagoras-Satzes aus | und den Makros
fur b und h (Zeile 23). Das Makro fur den Winkel a zwischen Flachen- und
Raumdiagonale enthalt d als Makro von Makros (Zeile 26). — Den Inhalt der
definierten Berechnungsmakros, die quasi als Black-Boxes verwendet werden, kann
man mittels ,Vereinfachen* ausgeben; so ergibt sich z. B. fur a(l,0,V) ein recht

komplexer Term.

#11: h{5. 128, 88}

2-4J21 22
H12: +
5 5
Hi3:- 6.23383
Hi4: h{5, 128, 88)
22 2-421
B15: —— -
5 5
Hi6: 2.56676

2 2 2 3
#¥1?7: 0 -1 - 4-0-0-1 +4-0 —-16-V-1 28

2 2 2 3
$ig: 188 -5 - 4-188-B@-5 + 4-88 - 16-88-5 2> @
B19: false
#28: bxh{l, 0, U} == b{l. 0, UX-h{l. 0, U)

#21: bxh{5. 128. 88)
#22: 16

2 2 2
B22: d{l, 0. U} == J{1 + h{l. O, U} + h{l, 0, U} 3}
#24: d{5. 128, 88}
B25: 8.3928%

h{l. 0, U}
B26: o{l. O, U) == HSIN[—]

d{1. 0, U}
B27: of{5. 128, 88)
H28: 17.8@93

3 Schlussbemerkung

Beim (modularen) Lésen von Aufgaben mit Unterstiitzung von Computerwerkzeugen
in der Art von Anwenderprogrammen kann man im allgemeinen nur sequentielle
Algorithmen abarbeiten. Es fehlen Kontrollstrukturen — wie sie in den standardisierten
Programmiersprachen (z.B. in BASIC und in LOGO) oder auch in spezifischen
Benutzersprachen (z.B. in Derive) verfugbar sind — fuar die Wiederholung
gleichférmiger Arbeitsschritte und fur die Auswahl von Arbeitsschritten Das Fehlen

kann in herkdmmlichen Lernumgebungen oder in Anwenderprogramm-Lernum-
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gebungen zu zeitaufwendigen oder sogar zu Uberhaupt nicht ausfiihrbaren Lésungen
gewisser Aufgaben fuhren. Fir die Losung solcher Aufgaben ist der Einsatz von
Programmierwerkzeugen unumganglich. Handelt es sich um eine modular zu

l6sende Aufgabe, so kommt die Unterprogramm-Technik zum Tragen.
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