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Heinz Schumann 
 
Präformale Extremwertbestimmung im gymnasialen Mathematik-
unterricht des 19. Jahrhunderts 
 
Die im Lehrplan des preußischen Gymnasiums von 1810/1816 vorgesehenen „Anfangsgründe der 
Analysis“ wurden im Verlauf der Restauration zurückgenommen. Bis zum Ende des 19. Jahrhun-
derts entwickelten deshalb Mathematiklehrer präformale Methoden, um die „Lehre vom Maximum 
und Minimum“ mit ihren beliebten Aufgaben für den Unterricht zu retten. Unter diesen Methoden ist 
die von Schellbach hervorzuheben. Sie wird in diesem Beitrag durch eine computergrafische und 
computeralgebraische Behandlung aktualisiert. 

Einleitung 

Wir wollen eine Methode zur Extremwertbestimmung für Funktionen einer 
reellen Variablen "präformal" nennen, wenn sie nicht den Kalkül der Differen-
tialrechnung oder nur implizit den Grenzwertbegriff verwendet. −Die Bezeich-
nung "elementar" ist in Bezug auf die Schulmathematik von FELIX KLEIN fol-
gendermaßen relativiert worden: 
"Die einzige Definition der Elementarmathematik mit der die Schule etwas 
anfangen kann, ist eine praktische: elementar sollen in allen verschiedenen 
Gebieten der Mathematik diejenigen Teile heißen, welche ohne lang fortge-
setztes besonderes Studium für einen Knaben mittlerer Begabung zugänglich 
scheinen. Der spezielle Bestand der so verstandenen Elementarmathematik 
verändert sich mit der Zeit: es gilt das Gesetz der historischen Verschiebung, 
demzufolge Gebiete, die ursprünglich gewiß nicht elementar waren, allmäh-
lich durch verbesserte Darstellung elementar zugänglich werden (Max Si-
mon). So ist es mit der Geometrie der Alten, so ist es längst auch, um auf 
den speziellen Gegenstand der gegenwärtigen Darlegungen zurückzukom-
men, mit den Anfängen der Differential- und Integralrechnung, soweit ich de-
ren Einführung in den Schulunterricht befürworte." (1904, S. 9; Anmerkung: 
"Knaben" ist heute durch "Schüler und Schülerinnen" zu ersetzen.)  

Die Differential- und Integralrechnung und die Behandlung der Extremwert-
aufgaben mittels Differentialrechnung fanden erst spät offizielle Aufnahme in 
die Lehrpläne der höheren Schulen Deutschlands (DAMNU 1922), obwohl 
bereits 1810/16 in den mathematischen Lehrplanentwurf für die Gymnasien 
Preußens die Anfangsgründe der Differential- und Integralrechnung aufge-
nommen worden waren (vgl. SCHUBRING 1991, S. 44, 60, 256). Wie erklärt 
sich diese etwa 100jährige Verzögerung und der Bruch in der curricularen 
Entwicklung? Lassen wir einen der betroffenen preußischen Gymnasiallehrer 
zu Wort kommen  (SPERLING 1831, S. 1): 
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Die preußische Kultusbehörde hatte nach Klagen über die Überforderung der 
Schüler in einem Erlass (Rescript) des Jahres 1829 entsprechende Restrikti-
onen vorgenommen (vgl. NEIGEBAUR 1835, S. 126 ff). Nach der im Lehrplan 
von 1810/16 realisierten Gleichgewichtung zwischen sog. wissenschaftlichen 
Fächern (einschließlich der Mathematik) und klassischen Sprachen, erfolgte 
binnen weniger Jahre u. a. durch den Einfluss der Altphilologen, das Fehlen 
eines verbindlichen Lehrplans, die inhomogene Qualifikation der Mathematik-
lehrer und die Nichtberücksichtigung des mathematischen Oberstufenwis-
sens im Abitur eine zeitliche und damit inhaltliche Reduktion des Mathema-
tikunterrichts. Dieser komplexe Prozess ist beschrieben in SCHUBRING 
(1991).  Ein weiteres Eingehen auf die schulgeschichtliche Entwicklungsprob-
lematik des Gymnasiums im 19. Jahrhundert würde den Rahmen dieses Bei-
trags sprengen. Es sei verwiesen auf die einschlägige Literatur: PAULSEN 
(1921), LUNDGREEN (1980), HERRLITZ (1993) 

Was geschah nun mit der "Lehre vom Maximum und Minimum" und der Ret-
tung dieses Unterrichtsgegenstandes, dessen aktuelle allgemeinbildende 
Bedeutung u.a. CLAUS (1993) herausgearbeitet hat? −Von ca. 1830 an bis 
zum Ende des 19. Jahrhunderts entwickelten Mathematiklehrer präformale 
Methoden zur Extremwertbestimmung, die SCHRÖTER 1904 in einem Über-
blick zusammengefasst und bewertet hat, - ein Beispiel für den aus der "Not" 
geborenen Erfindungsreichtum, der heute reichhaltigen Stoff für ein entspre-
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chendes Unterrichtsprojekt abgeben könnte. Unter dem präformalen Metho-
den besticht die von SCHELLBACH1 (1860) durch ihren einfachen und an-
schaulichen Ansatz. 

Die Methode von SCHELLBACH in neuem Gewande 

Wir wollen im folgenden die "SCHELLBACH-METHODE" durch Verwendung von 
Dynamischer Geometrie (CABRI Géomètre II) und Computeralgebra (DERIVE) 
aktualisieren und so der oberen Mittelstufe auf attraktive Weise zugänglich 
machen. Die Beschreibung der Methode von Schellbach entnehmen wir sei-
nem Werk über "Mathematische Lehrstunden, Aufgaben aus der Lehre vom 
Größten und Kleinsten" (1860, S. 17/18, Kopie in Abb. 1). Wir schreiben f(x) 
für M(x) und (x+d) für x bzw. (x-d) für x1 mit d>0 und setzen voraus, dass x → 
f(x) „hinreichend gutartig“ ist. In der Abbildung 2.1 veranschaulichen wir den 
Sachverhalt für ein relatives Minimum: Der Mittelpunkt MS der Sehne, die 
von der horizontalen Sekante durch die Punkte (x-d;f(x-d)), (x+d;f(x+d)) mit 
d>0 gebildet wird, läuft gegen den extremalen Punkt (xmin;f(xmin)), wenn die 
Sekante gegen die Tangente läuft; im Grenzfall ist d = 0. Das wird durch eine 
Animation simuliert (Abb. 2.2, dieser dynamische Vorgang ist nur auf dem 
Bildschirm adäquat darstellbar). - Die SCHELLBACHSCHE METHODE für das Lö-
sen von Extremwertaufgaben kann folgendermaßen formuliert werden 
(SCHUMANN 2000): 
(1) Aufstellen der Zielfunktionen mit dem Funktionsterm f(x) (auch unter Be-

rücksichtigung einer Nebenbedingung) 
(2) Bilden der Gleichung f(x-d) – f(x+d) = 0 
(3) Ausklammern von Potenzen von d und Nullsetzen des wesentlichen Fak-

tors 
(4) Gewinnen der Bestimmungsgleichung für xm durch Nullsetzen von d 
(5) Lösen der Bestimmungsgleichung 
(6) Berechnen des Extremwertes durch Einsetzen von xm in f(x) (Prüfung 

zulässiger Lösungen im Aufgabenkontext) 
                                            
1 Karl Heinrich Schellbach (1804 - 1892) kann als einer der führenden deutschen "Mathematikdidak-

tiker" in der Mitte des 19. Jahrhunderts angesehen werden. Er gründete das erste Institut zur Aus-
bildung gymnasialer Mathematik- u. Physiklehrer ("Schellbachsches Seminar", Berlin 1855). Mit 
seiner Denkschrift "Vorschläge zu einer Reform des mathematischen und physikalischen Unter-
richts an unseren Gymnasien" (1860) gab er wesentliche Impulse für die Entwicklung des Mathe-
matik- u. Physikunterrichts sowie der Mathematik- u. Physiklehrerausbildung. Als Autor vor allem 
methodisch-didaktischer Arbeiten u. Werke über Themen der Analysis und der Angewandten Ma-
thematik nahm er Einfluss auf die Gestaltung des Mathematikunterrichts an Gymnasien und Real-
schulen. Als Mitherausgeber des "Crelleschen Journals" (ab 1855) und als Gesprächspartner be-
rühmter zeitgenössischer Mathematiker förderte er die wissenschaftliche Kommunikation. (vgl. 
MÜLLER  1905) 

 



 

Schumann: Zur Geschichte präformaler Extremwertbestimmung 

 
 

28 

(7) Berechnen weiterer gesuchter Größen. 
Abb. 1 
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Abb. 2.1/2 
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(Anmerkung: Die Methode von Fermat (1629), die rechnerisch zu demselben 
Ergebnis führt, benutzt bei ihrem Ansatz f(x+d) – f(x) ≈ 0, dass d hinreichend 
klein ist. Beim Ansatz von Schellbach benötigt man diese Voraussetzung 
nicht; außerdem steht das exakte "=".) Die Methode demonstrieren wir am 
Beispiel Nr. 20 des o.g. SCHELLBACHSCHEN Buches, das eine Vielzahl inte-
ressanter, auch anspruchsvollerer anwendungsorientierter Extremwertaufga-
ben enthält: 
"Das Problem, das zweckmäßigste cylindrische Flüssigkeitsmaß zu finden, 
auf dessen Oberfläche so wenig als möglich von der zu messenden Flüssig-
keit haften bleibt, wird leicht auf die rein geometrische Aufgabe zurückge-
führt, einen Cylinder zu konstruiren, der ein gegebenes Volumen hat, und 
dessen Mantel und Grundkreis zusammengenommen ein Minimum werden." 

Die Lösungsschritte arbeiten wir mit der Computeralgebrakomponente von 
DERIVE ab (vgl. Ausdruck).  

Schellbach hat nicht erkannt, dass die Bestimmungsgleichung auch Lösun-
gen für Wendepunkte mit horizontaler Tangente haben kann, wenn er 
schreibt:  
"Da diese unsere Methode sich aber auf Eigenschaften gründet, welche den 
größten und kleinsten Werthen unterschiedlos zukommen, so können wir in 
ihr kein Mittel finden, welches uns unterscheiden lehrt, welche der gefunde-
nen x einen Maximum und welche einen Minimum entsprechen. Die Ent-
scheidung dieser Frage ist entweder aus der besondern Gestalt der gegebe-
nen Funktion, oder aus dem besonderen Gegenstande der behandelten Auf-
gabe zu schöpfen, wie wir dies in den folgenden Untersuchungen durchfüh-
ren werden." (SCHELLBACH, 1860, S. 18) 

Mittels dynamischer Geometrie kann bei entsprechenden geometrischen Ex-
tremwertaufgaben die Prüfung auf Existenz eines Maximus bzw. Minimums 
auf experimentellem Wege durchgeführt werden. Wir genügen der Forderung 
nach der Erziehung zum funktionalen Denken (GUTZMER 1905, S. 544), in-
dem wir funktionale Beziehungen an geometrischen Figuren untersuchen 
und extremale Eigenschaften entdecken (SCHUMANN 2000). In der Art eines 
interaktiven Arbeitsblattes (SCHUMANN 1998) bieten wir den Schülern/innen 
eine Versuchsanordnung für die Aufgabe Nr. 20, mit dem Ziel, die Messfunk-
tion für die Oberfläche in Abhängigkeit von Grundkreisradius zu untersuchen 
(Abb. 3 für das Volumen 100 cm3 mit bereits eingezeichnetem Schaubild als 
Ortskurve und mit näherungsweise eingestelltem Extremalpunkt). Durch Va-
riation des Volumenwertes ergibt sich die Invarianz der "Schaubildcharakte-
ristik" mit dem extremalen Punkt.  
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Die experimentelle Methode zur Entdeckung und näherungsweisen Lösung 
von Extremwertaufgaben mittels dynamischer Geometrie besteht aus folgen-
den Arbeitsschritten: 
(I) Konstruktion einer geometrischen Figur, die auch Nebenbedingungen 

erfüllt. 
(II) Variationen einer unabhängigen Größe der Figur bzw. Teilfigur unter 

Beobachtung eines funktionalen Zusammenhangs: unabhängige Grö-
ße - abhängige Größen (Datensammlung in Wertetabelle; grafische 
Darstellung im Schaubild) 

(III) Erkennen einer extremalen Eigenschaft (näherungsweises Bestimmen 
von Extremstelle und Extremwert) 

(IV) Variation der Figurenparameter und Prüfung, ob extremale Eigenschaft 
invariant 

(V) Formulierung einer geometrischen Extremwertaufgabe als (allgemeine) 
Berechnungsaufgabe. 

 
Die (allgemeine) Berechnungsaufgabe kann nunmehr z.B. mit der Methode 
von Schellbach gelöst werden. 

Schlussbemerkung: Neue Medien und Geschichte der Ma-
thematik im Unterricht 

Neben vorstehend exemplarisch gezeigten computergrafischen, -
numerischen und -algebraischen Möglichkeiten der Behandlung eines ma-
thematikgeschichtlich Unterrichtsgegenstandes ist es heute, dank der elekt-
ronischen Verwaltung von Literaturbeständen, für Lehrer/innen und Schrei-
ber/innen einfacher bibliografische Informationen über mathematikhistori-
schen Quellenliteratur zu bekommen und auch diese einzusehen. 

Das Internet als Informationsmedium für die Geschichte der Mathematik bie-
tet auf über 100 000 englischsprachigen Web-Seiten (Suchbegriff "HISTORY 

OF MATHEMATICS", Stand: Januar 2001) Informationen unterschiedlicher Art 
für jedermann – entsprechende englische Sprachkenntnisse vorausgesetzt: 
Mathematikhistorische Texte mit beweglichen Grafiken (Applets), mathema-
tikgeschichtliche Lexika-Einträge, Werbungen für mathematikgeschichtliche 
Literatur, Unterrichtsvorschläge für mathematikhistorische Themen, mathe-
matikgeschichtliche Forschungsprojekte usw. Es stellt sich die Frage nach 
der (wissenschaftlichen) Qualität und Authentizität der Interneteinträge. Im 
Allgemeinen dürften wohl Lehrer/innen und Schüler/innen hinsichtlich der In-
formationsbewertung und der Orientierung im "Informationsdschungel" über-
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fordert sein. −Auch neuere monografische Publikationen über Geschichte der 
Mathematik im Unterricht (z.B. KRONFELLNER 1998) haben die Problematik 
der Integration neuer Medien bei der Behandlung geschichtlicher Themen im 
Mathematikunterricht noch nicht aufgegriffen. 
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