Heinz Schumann

Zentral- und parallelprojektive Darstellungen in Cabri 3D

1. Einleitung

Cabri 3D reprasentiert nicht nur geometrisches Wissen Uber raumgeometrische Objekte
und ihre Generierung, sondern auch Uber ihre Darstellungen in der Systematik der
darstellenden Geometrie. Im folgenden beschreiben wir die einzelnen Darstellungs-
optionen in Abbildung 1 naher und geben jeweils eine einfuhrende phanomenologische
Erklarung mit im virtuellen Raum des Cabri 3D konstruierten zentral- bzw. parallel-
projektiven Bildobjekten. Wir verwenden also Cabri 3D, um seine Darstellungsoptionen
verstehen zu lernen. Die betreffenden Abbildungsverfahren wenden wir dabei immer auf
ein und denselben Koérper, einem Wiurfel mit aufgesetztem halben Wirfel, an (Abb. 2).
Die Ansichten in Cabri 3D sind untereinander voll kompatibel: bei verschiedenen gedffne-
ten Ansichten bewirkt jede konstruktive oder manipulative Anderung in einer von ihnen
eine simultane Anderung in den anderen.
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Abb. 1 Ansichten-Menu in Cabri 3D

Neben den Bezeichnungen ,zentralprojektiv* bzw. ,parallelprojektiv‘ sind auch die Be-
zeichnungen ,zentralperspektiv® bzw. ,parallelperspektiv‘ tblich. Wir benutzen beide
Bezeichnungsweisen.
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2. Besondere zentralprojektive (zentralperspektive) Darstellungen
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Abb. 2 Musterkdrper Abb. 3 Konstruktion des zentralprojektiven Korperbildes

In Abb. 3 ist zu sehen, wie von einem Zentralpunkt oder Augpunkt Z die Sehstrahlen zu
den Eckpunkten unseres Korpers, der auf einer Standebene mit zur Bildebene parallelen
Seitenflachen steht, gezogen sind. Die Sehstrahlen durchstof3en die Bildebene in den
Bildeckpunkten des planaren zentralperspektiven Korperbildes. Von der Seite des
Zentralpunktes aus sieht die raumliche Szene wie in Abbildung 4 aus. Verlangert man die
Bildkanten der Korperkanten, die senkrecht auf der Bildebene stehen, so schneiden
diese einander in einem sogenannten Fluchtpunkt (H), der Fu3punkt des Lotes von Z auf
die Bildebene ist. Vergrdl3ert man den Abstand bzw. die Distanz des Zentralpunktes zur
Bildebene durch entsprechendes Verziehen, so erscheinen die Bildkanten immer
weniger verzerrt (Abb. 5). Verzieht man Z immer weiter (Abb. 6), so wird das Korperbild
schwach perspektiv (Abb. 7). — Ausfihrlicher wird die Zentralprojektion im virtuellen
Raum in: ,Zentralprojektion im virtuellen Raum — eine Einfihrung“ (Schumann 2005b)
behandelt.
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Abb. 4 Stark* zentralprojektives Korperbild mit Fluchtpunkt
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Abb. 5 Variation der Lage des Zentralpunktes
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Abb. 6 Distanzvergrol3erung

Abb. 7 ,Schwach” zentralperspektives Korperbild

Abb. 8 Zentralperspektive Ansichten (Optionen in Cabri 3D)

Die Abb. 8 zeigt die Optionen fiir die zentralperspektive Darstellung (die Voreinstellung
erkennt man am aktivierten Knopf). Das Cabri 3D-interne dreidimensionale Koordinaten-
modell eines Wiirfels der Kantenlange 12cm, in dem im wesentlichen die abzubildenden
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Objekte konstruiert werden, wird zentralperspektiv auf die Bildebene abgebildet. Die cm-
Angaben beziehen sich auf den Abstand (die Distanz) des Augpunkts bzw. Zentralpunkts
von der Bildebene, die durch den Mittelpunkt dieses Wiirfels geht. Je gréRer der Abstand
des Zentralpunkts von dieser Bildebene, desto weniger verzerrt erscheinen die Bilder der
senkrecht zur Bildebene stehenden Kanten des Koérpers. Die Abb. 9 zeigt eine stark
zentralperspektive Ansicht. Das erkennt man daran, dass die nachtréaglich eingezeich-
neten Linien einander in einem ,nah“ gelegenen Fluchtpunkt schneiden. In Abbildung 10
ist die voreingestellte Ansicht zu sehen, in der sich diese Linien in einem weiter
entfernten Fluchtpunkt schneiden, wéahrend in Abbildung 11 diese Linien schon fast
parallel verlaufen. Wenn der Augpunkt ins ,Unendliche” wandert, so werden die
Tiefenkanten parallel. Die Zentralprojektion geht dann in eine Parallelprojektion tber, und
wie erhalten ein Korperbild, wie es in Abbildung 2 dargestellt ist.

Abb. 9 ,Stark” zentralperspektive Korperansicht (20cm)

Abb. 10 ,Naturlich* zentralperspektive Abb. 11 ,Schwach* zentralperspektive
Korperansicht (40 cm) Kdrperansicht (100 cm)
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3. Parallelprojektive (parallelperspektive) Darstellungen

Projizieren wir das Kantenmodell unseres Korpers auf eine Ebene, &hnlich wie es das
Sonnenlicht macht, so erhalten wir ein Bild, wie in Abbildung 12 (der Kantenkdrper ist
von links unten projiziert). Es handelt sich um eine sogenannte schiefe bzw. schrage
Parallelprojektion. Der Pfeil AB gibt dabei die Projektionsrichtung und den Projektions-
winkel, gemessen gegen das Lot von A auf die Bildebene, an. Die Neigung der
Projektionsstrahlen gegen die Bildebene ist gegeben durch 90° minus dem Projektions-
winkel. Durch Verziehen von A bzw. B kdnnen Richtung und Winkel variiert werden. Bei
der Parallelprojektion werden parallele Kanten auf parallele Kanten abgebildet. Kanten,
die parallel zur Bildebene liegen haben gleichlange parallele Bilder. Die Langen-
proportionen bleiben erhalten, aber die Male der Winkel im allgemeinen nicht. Die
Abbildung 13 zeigt eine Variation der parallelprojektiven Abbildung des Kantenkorpers; er
ist jetzt von links oben projiziert. Variiert man das Bild des Flachenmodells (Abb. 14,
Flachenkorper von rechts unten projiziert), so sind mehrere Falle der Sichtbarkeit von
Ecken und damit von Kanten und Flachen zu beachten, was bei der Konstruktion des
Korperbilds ausschlaggebend ist. Die Abbildung 15 zeigt einen weiteren Fall, wenn die
Projektion von links oben erfolgt. — Eine parallelprojektive Modellierung von Korper-
schatten wird behandelt in: ,Parallelprojektive Schattenbilder von Korpern mit Cabri 3D*
(Schumann 2005a).

Abb. 12 Parallelprojektives Kantenkorper-Bild
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Abb. 13 Parallelprojektives Kantenkdrper-Bild (Variation)

Abb. 14 Parallelprojektives Flachenkdrper-Bild
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Abb. 15 Parallelprojektives Flachenkdrper-Bild (Variation)

Abb. 16 Satz von Pohlke (lllustration)

Die Parallelprojektion ist sehr variantenreich: zu je drei beliebigen Strecken in der Bild-
ebene, die einen Endpunkt gemein haben (Abb. 16, O’'X‘, O'Y*, O'Z"), lasst sich eine
Parallelprojektion angeben, die drei rdumliche, gleichlange und paarweise senkrecht
aufeinander stehende Strecken mit gemeinsamen Anfangspunkt (Abb. 16, OX, OY, OZ)
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auf die vorgegebenen Strecken in der Bildebene abbildet. Das ist die Aussage des
Satzes von Pohlke (Karl Wilhelm Pohlke 1810-1876). Dieser Satz liefert u. a. die Begrun-
dung dafir, dass bei ebenen Darstellungen raumlicher Objekte, etwa bei Handskizzen,
fur das parallelprojektive Bild eines raumlichen kartesischen Koordinatensystems als
Bezugssystem die x-y-z-Achsenrichtungen und ihre Maleinheiten willkirlich gewahlt
werden konnen.

3.1 Besondere schiefe Parallelprojektionen (Parallelperspektiven)

Um Anschaulichkeit und leichte planare Konstruierbarkeit der parallelprojektiven Darstel-
lung zu erzielen, ist die Lage des abzubildenden raumlichen Objekts zur Bildebene, die
Projektionsrichtung und die GroRRe des Projektionswinkels zu spezialisieren. Das bewirkt
eine entsprechende Festlegung der Strecken O’X*, O'Y*, O’Z" in Abbildung 16.

Unter den schiefen bzw. schragen parallelprojektiven Abbildungen eines Korpers sind die
Kavalier- und die Millitarprojektionen ausgezeichnet. Bei der nichtgenormten Kavalier-
projektion ist eine Seitenflache parallel zur Bildebene gewahlt (Abb. 17). Je nach
Projektionsrichtung und -winkel ergeben sich verschiedene Koérperbilder in Kavalier-
projektion. Die unverzerrte Darstellung des Bildes nehmen wir auf dem Bildschirm wabhr,
wenn wir die Raumszene so drehen, dass das Lot von A auf die Bildebene als Punkt
erscheint bzw. A mit dem LotfuBpunkt zur Deckung gebracht wird bzw. die Bildebene
parallel zur Bildschirmebene zu liegen kommt. So stellt das parallel-perspektive Bild
unseres Korpers in Abbildung 18 eine Kavalierprojektion von schrag oben rechts dar.
Wobei die Tiefenkanten mit dem Faktor % verkirzt werden. In Abbildung 19 ist das
kavalierperspektive Bild von oben links dargestellt. Die Tiefenkanten sind hier nicht
verkurzt.

Abb. 17 Kavalierprojektion (allgemein)
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Abb. 19 Kavalierprojektion (45°; 1; von links oben)
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Abb. 20 Schiefe parallelperspektive Ansichten (Optionen in Cabri 3D)

Abb. 21 Kavalierperspektive (30°; ¥2)

Abb. 23 Kavalierperspektive
(45°; 1)

Abb. 24 wie Abb. 23
von links oben

Abb. 22 Kavalierperspektive (45°; 1)

Abb. 25 Kavalierper-
spektive (45°; 1)

Schumann: Zentral- und parallelprojektive Darstellungen
© 2005 by Dr. Heinz Schumann, University of Education (PH) Weingarten/Germany



12

Abb. 26/27 Gleiche Kérpermal3e — verschiedene kavaliersperspektive Ansichten
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Abb. 28 Kavalierperspektive (60°; %2) Abb. 29 Kavalierperspektive (60°; 1)

Die Abbildung 20 zeigt in der ersten Zeile die Knopfe fur die Kavalierprojektionen in Cabri
3D. In den Abbildungen 21/22: die Kavalierprojektion mit einem 30°-Winkel, Abbildung 21
mit der Verkirzung der Tiefenkanten um den Faktor %2 und in Abbildung 22 ohne Verkur-
zung. In den Abbildungen 23/24: die entsprechenden Kavalierprojektionen fir 45° mit
dem Verkirzungsfaktor % von oben rechts/links. Die Abbildung von oben links kann man
durch Spiegelung der Ansicht von oben rechts an einer zur Bildebene passend senkrecht
stehenden Ebene erhalten. Die 45°- Kavalierprojektion ohne Verzerrung der Tiefen-
kanten zeigt die Abbildung 25. Um sich zu Uberzeugen, dass die Verkirzung nur in der
Projektion besteht, kann man im Original einen Kreis mit der Wirfelkante als Radius in
die Standebene legen, dieser wird als entsprechende Ellipse abgebildet (Abb. 26/27). Die
60°-Kavalierprojektionen zeigen die Abbildungen 28/29. Andere Verzerrungsfaktoren z.
B. 2/3 bei der 30°-Kavalierprojektion und 1/3 bei der 60°-Kavalierprojektion sind nicht
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implementiert. Die 45°-Kavalierprojektion von rechts oben mit dem Verkirzungsfaktor %2
ist eine weit verbreitete Darstellung von Koérpern, vor allem in Printmedien fur den Unter-
richt. Die Kavalierprojektion wird wegen ihrer Einfachheit und Anschaulichkeit beim
Zeichnen und freihandigen Skizzieren benutzt. Die Flachen, die zur Bildebene bzw.
Zeichenebene parallel liegen, zeigen ihre Abmessungen in wahrer Grol3e.

Eine zweite besondere schiefe Parallelprojektion ist die nicht genormte Millitarprojektion.
Bei ihr ist die Standflache des Korpers parallel zur Bildebene und der Projektionswinkel
betragt 45° (Abb. 30). Wahlt man zudem eine Projektionsrichtung parallel zur
Diagonalebene des wirfelférmigen Teilkorpers, so ergibt sich eine Millitarprojektion des
Korpers mit Bildkanten, die gleiche Lange wie ihre Originale haben (Abb. 31). Die Kndpfe
fur die entsprechenden Millitarprojektionen in Cabri 3D befinden sich in der zweiten Zeile
von Abbildung 20. Der erste Knopf erzeugt ein millitdrprojektives Bild bei dem die
vertikalen Kanten mit dem Faktor %2 verkirzt werden (Abb. 32), der zweite Knopf ein
militarprojektives Bild ohne verkirzte bzw. verlangerte Bildkanten (Abb. 33). Diese
Militarprojektion ist nicht so anschaulich wie die Kavalierprojektion. Sie hat aber den
Vorteil, dass in ihr der Grundriss eines Objekts in wahrer Gro3e abgebildet ist und aul3er-
dem alle Hohen in wahrer Grél3e entnommen werden konnen.

\ //

Abb. 30 Militarprojektion (allgemein)  Abb. 31 Militarprojektion (langenmalfitreu)
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Abb. 32 Militarperspektive mit Hohenverkirzung  Abb. 33 Militarperspektive mit
malf3gleichen Bildkanten

3.2 Besondere senkrechte Parallelprojektionen (Parallelperspektiven)

Raumliche Konfigurationen kann man auch senkrecht auf eine Bildebene projizieren. Es
ist zu unterscheiden zwischen orthogonalen Projektionen auf Ebenen, die parallel zu
Kdrperflachen liegen (vgl. Abschnitt 3.3) und solchen, bei denen das nicht der Fall ist,
wie im folgenden Fall. Unser Korper wird in eine raumliche Ecke bzw. in den ersten
Oktanten eines raumlichen kartesischen Koordinatensystems so eingebettet, wie in
Abbildung 34. Das Lot von O auf die Ebene S,S,S; ist Hohe im Tetraeder OS,S,S; ; der
LotfuBpunkt O* ist HOhenschnittpunkt im Dreieck S,S,S,.

Sz

Abb. 34 Senkrechte Axonometrie (Abbildungsvorrichtung von der Seite)
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Projiziert man unseren Korper senkrecht auf die Bildebene S,SyS,, so entsteht ein
senkrecht-axonometrisches (normalaxonometrisches) Bild des Korpers (Abb. 34/35). Die
Bildkanten stehen auf den entsprechenden Geraden S,Sy, SyS;, SxS; stets senkrecht.

Abb. 35 Senkrecht-axonometrisches Korperbild von ,hinten* gesehen

Sz

Abb. 36 Senkrecht-axonometrisches Kérperbild von vorn gesehen
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Abb. 37 Senkrecht-axonometrisches Korperbild (Variation)

Durch Verziehen der Punkte S, , Sy, S, erhalt man variiantenreiche ortogonal axono-
metrische Bilder des Kdrpers (Abb. 34, ein Beispiel). Das Verhaltnis der Streckenlangen
OSx: OSy : OS; ist also ausschlaggebend fur die Kanten- und Winkelverzerrung im Bild.

a5
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S

Abb. 38 Isometrisches Korperbild (1:1:1)
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Wahlt man das Verhaltnis OS, : OSy : OS; = 1:1:1, d. h. bildet S«S,S; ein gleichseitiges
Dreieck, so erhalt man ein isometrisches Bild unseres Korpers, bei dem alle Kanten in
dem gleichen Langenverhaltnissen stehen, wie im Originalkdrper (Abb. 38). Die Bilder
der Grundkanten des Korpers bilden 30°- Winkel mit der Schnittgeraden S,S, der x-y-
Ebene mit der Bildebene; im rechten Winkel stehende Kanten haben dementsprechend
Bildkanten, die einen 120°-Winkel einschliel3en.

i

N
A W

Sx Sy
/- s

Abb. 39 Ingenieurperspektives Korperbild (1:2:2)

In Abbildung 39 ist das Verhaltnis OSy : OSy : OS; = 1:2:2 gewahlt. Diese Art der Abbil-
dung wird mit Ingenieur-Axonometrie bezeichnet. Sy Sy S; bilden ein besonderes gleich-
schenkliges Dreieck.

Sz

S Sy
N

Abb. 40 Senkrecht-axonometrisches Korperbild (1:1: z, z<1)
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Andere regelhafte senkrecht-axonometrische Projektionen erhalt man fur OSy : OS, : OS;
= 1:1:z mit z < 1 in Abbildung 40 und mit z > 1 in Abbildung 41. Sy Sy S; bilden jeweils
gleichschenklige Dreiecke.

Sz

SX Sy

Abb. 41 Senkrecht-axonometrisches Korperbild (1:1: z, z>1)
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Abb. 42 Orthogonal-axonometrische Ansichten (Optionen in Cabri 3D)

Die Abbildung 42 zeigt die entsprechenden Button fiir die senkrecht-axonometrischen
Ansichten raumgeometrischer Konfigurationen. Die nach DIN 5 genormte isometrische
Darstellung (Abb. 43) zeigt alle Kanten in wahren L&ngenverhaltnissen. Sie lasst sich
leicht zeichnen. Wegen ihrer Symmetrie ist diese Darstellung bei entsprechend sym-
metrischen Koérpern nicht geeignet. Bei der dimetrischen Darstellung in Abbildung 44 sind
die vertikalen Kanten verklrzt mit dem Faktor Y%; bei der dimetrischen Darstellung in
Abbildung 45 sind die Tiefenkanten um den Faktor ¥z verkirzt und die Winkel gegen die
Horizontale betragen 7° bzw. 42°. Die Raumwirkung dieser dimetrischen Projektion nach
DIN 5 ist recht gut; beim ©6konomischen manuellen Zeichnen bedarf es aber einer
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entsprechenden Winkelschablone . Bei der dimetrischen Darstellung in Abbildung 46
sind die Kantenlangenverhaltnisse wie im Original; bis auf den Verzerrungswinkel stimmt
diese Darstellung mit der isometrischen tberein. In Abbildung 47 liegt eine dimetrische
Darstellung vor, bei der die Winkel gegen die Horziontale 30° bzw. 15° betragen.

Abb. 43 Isometrische Ansicht Abb. 44 Dimetrische Ansicht Abb. 45 Dimetrische
(z=1/2) Ansicht %2 (DIN 5)

Abb. 46 Dimetrische Ansicht 15° (1:1:1) Abb. 47 Trimetrische Ansicht
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3.3 Orthogonale Tafelbilder

Man legt den Korper in eine raumliche Ecke so, dass seine Seitenflachen parallel zu den
jeweiligen Flachen (Tafeln) der raumlichen Ecke sind (Abb. 46). Projiziert man nun den
Korper jeweils senkrecht auf die jeweiligen Flachen der raumlichen Ecken, so erhélt man
sogenannte Korperrisse: Grundril3, Aufril3, Seitenri3 (beispielsweise von rechts) bzw.
senkrechte Kdorperansichten (Draufsicht, Vorderansicht, Seitenansicht (beispielsweise
von rechts). Klappt man jetzt die Ebenen der rdumlichen Ecken mit ihren jeweiligen
Kdrperbildern in die GrundriRebene, so erhélt man ein sogenanntes Dreitafelbild.

Abb. 48 Senkrechte Korperprojektion auf die Flachen (Tafeln) einer raumlichen Ecke

Abb. 49 Senkrecht-projektive Tafelansichten (Optionen in Cabri 3D)

In der Abbildung 47 befinden sich alle sechs mdglichen Optionen von Rissen bzw.
Ansichten eines Korpers bei senkrechter Projektion auf einer der sechs Ebenen, die
parallel zu den entsprechenden Korperflachen liegen. Unser Korper ist eindeutig
bestimmt durch die Vorderansicht (Abb. 48), die Seitenansicht, z. B. von rechts (Abb. 49)
und die Draufsicht (Abb. 50) bzw. den Aufril3, Seitenri3 von rechts und Grundri3. Solche
Ansichten bzw. Risse eignen sich besonders fiur technische Zeichnungen von Objekten,
da man aus ihnen ihre Mal3e bzw. ihre MaRverhaltnisse direkt ablesen kann.
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Abb. 50 Vorderansicht Abb. 51 Seitenansicht von rechts Abb. 52 Draufsicht

Zusatz: Verbindung von Dreitafelprojektion und senkrechter Axonometrie

Wir konstruieren tber den Koordinatenebenen der Vorrichtung einer senkrechten Axono-
metrie ausklappbare Dreiecke, die die ent-sprechenden Risse bzw. Ansichten des
Korpers tragen (Abb. 53). Nun drehen wir jedes der Dreiecke um die Schnittgerade
(Spur) der zugehorigen Koordinatenebene mit der Bildebene (Abb. 54) bis die Dreiecke
in der Bildebene zu liegen kommen (Abb. 55). Jetzt fallen wir von den wesentlichen
Punkten jedes der Risse die Lotgeraden auf die Drehachsen (Abb. 56). Je drei der Lote
schneiden einander in einem Eckpunkt des Korperbildes (Abb. 57), welches mit dem
direkt konstruierbaren orthogonal-axonometrischen Bild Ubereinstimmt.

Abb. 53 Aufklappbare Risse des Korpers in den Koordinatenebenen
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Abb. 54 Ausgeklappte Risse

Abb. 55 Risse in der Bildebene
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Abb. 56 Rekonstruktion des senkrecht-axonometrischen Korperbildes aus den Rissen
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