Heinz Schumann

6 Computerunterstltztes Losen
raumgeometrischer Berechnungsaufgaben

Alter Wein - in neuen Schlauchen?

6.1 Einleitung

Die Elementargeometrie ist ein machtiges Modellierungswerkzeug unserer
Wirklichkeit. Das auf3ert sich u.a. in ihren ingenieurwissenschaftlichen und hand-
werklichen Anwendungen, in denen vor allem elementargeometrische Berech-
nungen einen breiten Raum einnehmen. Die Schulgeometrie, besonders die im
deutschen Sprachraum, verfugt Gber eine bis in’s 18. und 19. Jahrhundert reichende
Tradition geometrischen Berechnens, das sich als Unterrichtsgegenstand sowohl
durch seine Anwendungsrelevanz als auch durch seine Relevanz fiir das Uben des
mathematischen Problemldsens legitimieren lasst. Heute artikuliert sich diese Tra-
dition vor allem in den geometrischen Berechnungsaufgaben als Priufungsaufgaben
fir den Mittleren SchulabschluR und in den geometrischen Ubungsaufgaben zur
Vorbereitung auf die entsprechenden schriftlichen Prifungen. Die unterrichtliche
Behandlung (raum-)geometrischer Berechnungsaufgaben befindet sich deshalb in
einer gewissen inhaltlichen und methodischen Erstarrung.

Voraussetzung fur das Losen geometrischer Berechnungsaufgaben ist, neben dem
entsprechenden heuristischen und geometrischen Wissen, besonders die
Beherrschung des arithmetisch-algebraischen Kalkuls, auf die hin die Schiler und
Schilerinnen (bisher) gedrillt werden muassen. Unter dem Eindruck der
Leistungsfahigkeit geeigneter Computerwerkzeuge stellt sich die Frage, ob das
Lésen (nicht nur) geometrischer Berechnungsaufgaben durch die Computernutzung
eine Methoden-Innovation erfahren kann, dargestalt, dass sich zum traditionellen
Behandlungsstandard geometrischer Berechnungsaufgaben neue, namlich
computerunterstitzte Standards gesellen, auf das im Spannungsfeld zwischen alten
und neuen Standards das Geometrielernen und -lehren lebendig und attraktiv bleibt.
Die Verfugbarkeit tuber Computerwerkzeuge fir das schulgeometrische Konstru-
ieren, Messen und Berechnen und tUber Computerwerkzeuge fur das numerische
und symbolische Rechnen induziert neue Methoden des Ldsens geometrischer
Berechnungsaufgaben: das computergrafische Losen und das computeralgebra-

ische Losen. Diese Losungsmodi werden in Abhangigkeit von geeignet gewéhlten
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Werkzeugen erlautert und in der Art einer Gesamtbehandlung an Beispielen
konkretisiert. - Die Aufassung des Computers als kognitives Werkzeug (Dorfler 1991)
kommt voll zum Tragen.

Im folgenden erlautern wir solche neuen Standards fur das Loésen (raum-)
geometrischer Berechnungsaufgaben in  Abhangigkeit geeignet gewahlter
Computerwerkzeuge. Wir konnen im wesentlichen zwei Arten von computer-

unterstitzten Losungsstandards unterscheiden:

- das computergrafische Lésen

- das computernumerische u. -algebraische Losen.

Unter dem computergrafischen Lésen wollen wir hier die Losungsmdoglichkeiten

verstehen, die uns durch die Nutzung computergrafischer Werkzeug fur das

interaktive Variieren (im Zugmodus), Konstruieren, Messen von Kdorpern, wie z.B.

das Tool KORPERGEOMETRIE (Bauer et al. 1998/1999) an die Hand gegeben sind.

Das Vorgehen kann durch folgende Schritte grob beschrieben werden:

- Variiere den Korper bis er die gegebenen Daten (ndherungsweise) annimmmit.

- Zeichne gegebenenfalls Objekte ein, deren Grél3e gesucht ist.

- Lies die Messwerte der gesuchten Grof3en ab und/oder lasse die entsprechenden
Objekte in wahrer Form anzeigen.

Das grafische Loésen ist naturlich nur fir sogenannte spezielle Berechnungs-

aufgaben moglich (durch Variation des betreffenden Koérpers gemaR des

veranderten Datensatzes beherrscht man quasi alle Berechnungsaufgaben

derselben Klasse) . Die per Augenmal} erzielten Lésungen sind Naherungswerte fur

die gesuchten Grdol3en. Wegen der Pixelgrafik ist die Gute der L6sungen gering.

Der Vorteil des grafischen Loésens besteht in der experimentellen, anschaulich-

geometrischen Durchdringung der Aufgabenstellung ohne Behinderung durch die

arithmetisch-algebraischen Barrieren.

Das computernumerische u. -algebraische Losen bedeutet das Ldsen von

speziellen und allgemeinen (raum-)geometrischen Berechnungsaufgaben mit Hilfe der

Lose-Automatiken der Computeralgebra-Komponenten mathematischer Assistenz-

programme, hier der von DERIVE und MATHEMATICA.

Es sind zwei Arten computernumerischer/-algebraischer Losungsmethoden fir das

Lésen (raum-)geometrischer Berechnungsaufgaben zu unterscheiden:
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- die ,Substitutionsmethode” mittels DERIVE
- die ,Ansatzmethode” mittels MATHEMATICA.

Im folgenden beschreiben wir beide Methoden, die dann auf Aufgabenbeispiele

angewendet werden sollen.

Die Substitutionsmethode:

Es ist eine ,wesentliche” Gleichung (Formel etc.) aufzustellen, in der alle Variablen

mit Ausnahme der gesuchten zu substituieren sind. Um die zu ersetzenden

Variablen zu gewinnen, benétigt man Hilfsgleichungen, die nach diesen mit der

Lose-Automatik (Solve) aufzulésen sind usw.

Die Ersetzungen erfolgen dabei interaktiv mittels der Option ,Substituieren® oder

mittels Definition globaler Variablen (ersetzungsgleich ,:=*) und ,Vereinfachen" in die

Tiefe. Die wesentliche Gleichung wird dann nach der gesuchten aufgeldst, falls diese

nicht schon mit isolierter gesuchter Variablen vorliegt. Damit ist die allgemeine Be-

rechnungsaufgabe geldst. In den algebraischen Losungsterm kann man nun bei ei-
ner speziellen Berechnungsaufgabe die gegebenen Werte einsetzen, um die ndhe-
rungsweise (mit ,Approximate”) oder exakte numerische Losung (mit ,Vereinfachen®)
zu erhalten. Aus dem (den) algebraischen Lésungsterm(en) entnimmt man gege-
benenfalls die Losbarkeitsbedingung fiir (positive) reelle Losungen. Fir das weitere

Berechnen und modulare Arbeiten sind mit geeigneter Namensgebung Berech-

nungsmakros in Abhangigkeit von den gegebenen Variablen zu definieren.

Die Ansatzmethode:

Der Ansatz fir eine Berechnungsaufgabe besteht dabei aus:

- einer Menge von (impliziten) algebraischen Gleichungen, die die durch die Auf-
gabenstellung gegebenen Beziehungen zwischen gegebenen und gesuchten
GroRRen sowie HilfsgroRen vollstandig beschreiben

- der Menge der gesuchten GroRen

- einer Menge von zu eliminierenden Hilfsgré3en.

Ein solcher Ansatz ist zu entwickeln und dann zu implementieren.

Implementationsform in MATHEMATICA unter Verwendung eines modifizierten

Solve (Gloor, O. u. Schumann, H. 1996):

Fir spezielle Berechnungsaufgaben:

(N)Loese[{ Wertzuweisungen,
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Algebraische Gleichungen},

{Gesuchte Grolien},
{HilfsgroRen}]

‘NLoese’ steht fir das ndherungsweise (numerische) Loésen, ‘Loese’ fur das exakte
(numerische) Loesen.

Fur allgemeine Berechnungsaufgaben:

Loese[{ Algebraische Gleichungen},

{Gesuchte Grolien},
{HilfsgroRen}]

,Loese’ steht fur das algebraische Lésen.

Nach der Ausflihrung des entsprechenden Lése-Kommandos ist das Ergebnis zu
interpretieren. Bei der allgemeinen Lésung ist zu entscheiden, welche der ausge-
gebenen Lo6sungen lberhaupt Lésungen sein kdnnen; aul3erdem sind die Losbar-
keitsbedingungen fur reelle Lésungen und fir den Aufgabenkontext herauszufinden
und zu diskutieren.

Die Vorteile eines derartigen numerischen und algebraischen Ldsens bestehen vor
allem in der Konzentration auf die heuristischen Entwicklung des Ansatzes, als der
eigentlich originaren geistigen Arbeit des menschlichen Aufgabenlosers, dem
Wegfallen des routinehaften Ausfuhrens von Algorithmen. Das ansatzorientierte
Losen verstarkt den Aspekt der Losungsplanung sowie der LOsungsinterpretation
und tragt so zu einer Verbesserung der sogenannten Methodenkompetenz beim
(computerunterstutzten) Lésen mathematischer Aufgaben bei. Das Handlungssche-
ma zum Losen von Berechnungsaufgaben, hier von (raum-) geometrischen Berech-

nungsaufgaben, nach Polya (1949), ist entsprechend zu modifizieren (Schema).

Anleitung zum L6sen
(raum-)geometrischer Berechnungsaufgaben
mittels Loese-Automatik
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Verstehe die Aufgabe!

Verstehst Du alles, was im Text steht? Skizziere eine entsprechende Figur.
Unterstreiche im Text alles, was wichtig ist. Was unwichtig ist, streiche durch.
Was ist gegeben, was ist gesucht? Zeichne, soweit moglich, gegebene und
gesuchte Sticke in die Figur ein. (Verwende auch verschiedene Farben.)
Wahle geeignete Bezeichnungen. Welches sind die Bedingungen?

Kennst Du eine ahnliche Aufgabe, die Du schon bearbeitet hast?

Plane die Lésung! - Finde den Ansatz!

Welche Beziehungen bestehen zwischen dem was gegeben ist und dem was
gesucht ist?

Passt ein Dir schon bekannter Plan oder passen wenigstens Teile davon?
Stelle alle méglichen Gleichungen auf. Verwende dabei ganze Worter, damit
man versteht, was gemeint ist. Vielleicht mul3t Du Hilfsgro3en, z. B. fur Zwi-
schenrechnungen, einfihren, um das Gegebene und das Gesuchte in
Gleichungen auszudricken. Hast du alle Bedingungen, die in der Aufgabe
vorkommen, bertcksichtigt?

Prife nach, ob Dein Ansatz vollstandig ist. (Notwendigerweise muss Dein Ansatz
so viele Gleichungen haben wie gesuchte Grof3en und Hilfsgré3en zusammen.)
Kannst Du noch einen anderen Ansatz fur die Losung finden?

Lass Deinen Plan ausfuhren!

Gib Deinen Ansatz so ein: Zuerst die Menge der Gleichungen, dann die Menge
der gesuchten Grof3en und zum Schluf die Menge der Hilfsgroen.

Lass' Deinen Ansatz mit der Loese-Automatik auflésen.

Kontrolliere die ausgegebene Losung!

Ist das Ergebnis sinnvoll, d. h. kommt heraus, was Du erwartet hast? Andernfalls
uberprufe Deinen Ansatz. Mache eine Probe, indem Du im Ansatz das Gesuchte
mit dem Gegebenen vertauschst und darauf die Loese-Automatik anwendest.

Formuliere das Ergebnis!
Schreibe einen Antwortsatz.

Schema

Eine vergleichende Bewertung beider L6sungsmethoden:

Das Losen mit den DERIVE ist im wesentlichen eine Simulation des handischen LO-

sens mit dem Unterschied, dass man Auflésen, Ersetzen und Vereinfachen l&sst.

DERIVE ist aber entsprechend zu steuern, was voraussetzt, dass gewisse Erfahrun-

gen mit dem héndischen Loésen gemacht worden sind. Der prozesshafte Charakter
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des Losens von Berechnungsaufgaben geht aber nicht verloren. Von Vorteil ist u.a.
die Mdglichkeit der Definition von Berechnungsmakros, die als Black-Box-Bausteine
fur 6konomisches Berechnen weiter verwendet werden kdnnen.

Das ansatzorientierte Losen mit MATHEMATICA ist gegenuber dem h&ndischen
Lésen und der Substitutionsmethode mit DERIVE ganz neuartig. Es verlangt bei der
Aufstellung des Ansatzes bei komplexeren Aufgaben einen hohen Planungs-
aufwand. Das Finden und Formulieren des Ansatzes, der ein algebraisches
Gleichungssystem sein muss, ohne vorheriges teilweises Auflosen und Bearbeiten
von Gleichungen, rickt in den Vordergrund vor der Steuerung eines
Losungsprozesses - der Aufldsungsprozess ist unter der Oberflache verschwunden.
Es muss stets gepruft werden, ob der Ansatz vollstandig ist, d.h., ob
notwendigerweise so viele Gleichungen (ohne Wertzuweisungen) im Ansatz vor-
kommen, wie gesuchte und Hilfsvariablen zusammen.

Von Vorteil ist hier u.a., dass der Ansatz variiert werden kann, indem gegebene Va-
riablen zu gesuchten gemacht bzw. Hilfsvariablen mit gesuchten Variablen ausge-
tauscht werden kénnen.

Beide computeralgebraischen Methoden ergénzen einander, da sie unterschiedliche,
aber fur sich wesentliche Aspekte des Losens von Berechnungsproblemen bertck-

sichtigen.

Die Losungsstandards sind nicht isoliert zu sehen, sondern sie induzieren eine
computerunterstiitzte Gesamtbehandlung von (speziellen) Berechnungsaufgaben.
Wir schlagen die nachstehende Reihenfolge bei der systematischen Bearbeitung
einer (raum-)geometrischen Berechnungsaufgabe im Unterricht vor, die durch

zunehmende Abstraktion gekennzeichnet ist:

Grafisches Ldsen

Losen mit der Substitutionsmethode
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Losen mit der Ansatzmethode

Naturlich muss diese Abfolge nicht vollstéandig sein, auch kann von ihr abgewichen
werden, wenn z.B. eine numerische Losung durch eine grafische Lésung veran-
schaulicht oder kontrolliert werden soll usw.

Im folgenden konkretisieren wir die vorstehende programmatische Methoden-
Ubersicht an einigen stereometrischen Beispielen, die man bei der Fille raumgeo-
metrischer Berechnungsaufgaben selbstverstandlich nicht als reprasentativ bezeich-
nen kann, die aber verdeutlichen sollen, wie mit den genannten Computerwerk-

zeugen raumgeometrisches Berechnen heute durchzuftihren ist.

6.2 Aufgabenbeispiele

Aufgabe 1

Von einem Quader sind die Lange (I =5 cm), die Oberflache (O = 120 m2) und das
Volumen (V = 80 cm?3) bekannt. Bestimme die Grol3e der restlichen Kanten (b, h).

Computergrafisches Ldsen:

Wir verziehen in KORPERGEOMETRIE die Ecken eines Quaders (Abb. 6.1.1).
Diesen Vorgang kénnen wir auch durch Einfigen der jeweils aktuellen Werte in eine
Tabelle unterstitzen (Abb. 6.1.2). Den Quader erhalten wir als materiales
Flachenmodell, indem wir sein Netz erzeugen lassen (Abb. 6.1.3), ausdrucken,

ausschneiden und auffalten.

Schumann: Raumgeometrische Berechnungsaufgaben



64

J

_

V=1342:0=633:G= 1051= 35:b= 30:h= 33

Abb. 6.1.1

M| | s} h W u]

| 1] 50 57 | 2B | Vi0 1118
2| &0 64 | 26 | 81.8 1223

Zeile [dschen |

Tabelle exportieren... |

¥V=800:0=1201:G= 31.3:1= 50:b= 63:h= 26

Abb. 6.1.2

Abb. 6.1.3
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Computernumerisches u. computeralgebraisches Losen mit DERIVE:

Wir geben die Oberflachen- und Volumenformel des Quaders ein (Ausdruck 1.1,
Zeile 1/2), l6sen O nach b und V nach h auf; substituieren h in b, und lassen die
Gleichung nach b auflosen (wegen der zwei Lésungen handelt es sich um eine
qguadratische Gleichung, was wir aber erst nach Umformung erkennen kdnnten;
DERIVE erkennt Ubrigens nicht, dass O?* — 40VI + 4V? faktorisiert werden kann.)
Durch Rucksubstitution gibt es auch fur h zwei Lésungen. Wir erkennen, dass die
Losungspaare b, h bis auf Vertauschung Ubereinstimmen, es also nur ein Quader

mit den gegebenen Grol3en existieren kann.

#: 0=2-(1b +h-h+ h-1)
#2: U =1hh

0-2-h-1
#3: h=——7"7"7-
2-Ch + 1)
U
f4: h =
h-1
u
0-2- -1
bh-1
#5: h=———
u
2- +1
bh-1
2 2 2 3 2 2 2 3
e b {0 -1 - 4-0-U-1 +4-y -16-U-1 }» +0-1 -2-V b N0 -1 - 4-0-0-1 + 4y -16-V-1 ) —0-1 + 2-V
2 2
4-1 4-1
2 2 2 3
J¢0 -1 - 4-0-0-1 +4-0 -16-U-1 3 - 0-1 +2-U
w7 h = -
2
4-1
2 2 2 3
o -1 - 4-0-U-1 + 4-0 - 16-U-1 » + 0-1 - 2-U
#8: h =
2
4-1

Ausdruck 1.1

Durch Einsetzen der gegebenen Werte in die Losungsterme erhalten wir die
gesuchten Werte fur b und h exakt und gerundet (Ausdruck 1.2, Zeile 9-14). In Zeile
15/16 definieren wir b und h als von I, O und V abhangige Berechnungsmakros. Das
Einsetzen der gegebenen Werte in diese Terme liefert die ebenfalls die gesuchten
Kantenlangen, exakt und naherungsweise. Existiert immer ein Quader fir vorge-
gebene Werte |, O, V? — Eine notwendige Bedingung fur die Existenz: der Radikand
muss grof3er/gleich null sein (Ausdruck 1.3, Zeile 23); so z.B. gibt es fur | =5, O =
100, V = 80 keinen Quader, denn die Oberflache ist zu klein gewahlt, um das
Volumen quaderférmig einzupacken. Die Auflosung der Ldsbarkeitsungleichung
nach O liefert zwei Faktoren, deren Produkt genau dann gréRer/gleich null ist, wenn

beide vorzeichengleich usw.
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2 2 2 3
J{i128 -5 - 4-128-88-5 + 4-88 - 16-88-5 ) + 128-5 - 2-88

2
4-5

2-421 22
5 5
#11: 6.23383

#ia:

2 2 2 3
J{128 -5 - 4-128-88-5 + 4-8@ - 16-88-5 } — 12@8-5 + 2-89

#i2: -
2
4-5
22 2-21
#13: — -
5 5
H#i4: 2.566%6

2 2 2 3
J{0 -1 - 4-0-0-1 +4-0 —-16-U-1 } +0-1 - 2-U

2
4-1

#15: h¢l. 0. U) :

2 2 2 3
Jo -1 - 4-0-0-1 +4-0 - 16-U-1 ) - 0-1 + 2-U

2
4-1

#l6: h{l, 0, U} == —

#17: h{5,. 128, BA)

2-J21 22

#ig: +
5 5

#19: 6.23383
#28: h{5, 128, 84}

22 2-421
#21: — -

5 5
#22: 2.566%6

Ausdruck 1.2

Fortsetzung der Aufgabe in Klasse 9/10:

Bestimme den Inhalt bxh des Seitenflachenrechtecks b auf h, die Lange der Raum-
diagonalen d des Quaders und den Winkel a zwischen der durch b und | fest-
gelegten Flachendiagonalen und der entsprechenden Raumdiagonalen in Abhangig-
keit von |, O, V. Hier verwenden wir mit Vorteil gegeniiber dem handischen Rechnen
die Berechnungsmakros, um bxh(l,0,V), d(I,0,V), a(l,0,V) zu bestimmen (Ausdruck
1.3). FuUr die gegebenen Werte erhdlt man z.B. den noch in's Gradmal
umzurechnenden Winkelwert, den wir uns in KORPERGEOMETRIE nach Einzeich-
nen der Diagonalen ndherungsweise bestétigen lassen (Abb. 6.1.4). — Den Inhalt der
definierten Berechnungsmakros, die quasi als Black-Boxes verwendet werden, kann

man mittels ,Vereinfachen“ ausgeben.
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2 2 2 3
#23: 0 -1 - 4-0-0-1 +4-U -16-U-1 28

2 2 2 3
#24: 188 -5 - 4-1AA-8A-5 + 4-8@ - 16-88-5 2 @
#25: false

3.2 3.2
2-JU-(U +2-1 ) 2-JU-¢(U - 2-1 )
126 : Ilo - ]-lo - ] 2 a‘

1 1
b{1l, 0. Uy-h{l,. O, U}

#27: bhxh{l. 0, U} =
#28: bxh{5. 120. 80}
#29: 16

2 2 2
#38: d(1, 0. U) 1= J(1 + b{l, 0, U} + h{l, 0O, U) )
#31: d¢5, 120, B@)

#32: 8.39285

#33: afl. 0. U} == HSIN[

h{l, 0. U} ]
d{l. 0. U3}

#34: o5, 128, 8@)
#35: 0.318832
B.318832 -18@

#i6:
n

H#37: 17.8093

Ausdruck 1.3

alpha =17.7"

Abb. 6.1.4

Computernumerisches u. computeralgebraisches Losen mit MATHEMATICA:
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Zur Loésung der Quaderaufgabe bendtigt man keine Hilfsvariablen, deshalb ist der
Ansatz besonders einfach.
Ansatz: 1=5 (cm), O= 120 (cm?), V = 80 (cm3)
O=2("b+b"h+hl),V=I"bh.
Es ist aufzuldésen nach b, h.
In der MATHEMATICA-Notation sieht der Ansatz fur die spezielle Berechnungs-
aufgabe mit ihrer (ndherungsweisen) numerischen Losung wie in Ausdruck 2.1 aus.
Die exakte numerische Losung zeigt der Ausdruck 2.2. Beide numerischen
Lésungen fallen zusammen. Fir eine zu kleine Oberflache bekommt man als Losung
die leere Menge. (Ausdruck 2.3). Die Losung der allgemeinen Berechnungsaufgabe
ist in Ausdruck 2.4 zu sehen; im numerischen Ansatz sind nur die Wertzuweisungen
weggelassen worden. MATHEMATICA vereinfacht automatisch den Radikanden, der

fur die Losbarkeitsbedingung verwendet wird usw.

HLDESE[{].:: 5, 0== 12“,- V== El],,
D==2x(1lvbh+brh+hxl), Y==1rhrh},
{h, h}]

{ih == 2.567, h==06.233}, [h==6.233, h==2.567}1

Ausdruck 2.1 Spezielle Berechnungsaufgahe : Haherungsweise numerische Lasung)

LDESE[{].:: 5; 0-== 12“; W= ﬂ“;
D==2x(1lvb+hrvh+h+1);, ¥==1+rb+h},
{b, h}]

{{h . _% [_ll+ﬁ]|;h - % mwﬁj};
o= L eva), moe -2 (uavE) )

Ausdruck 2.2 Spezielle Berechnungsaufgabe : Exakte numerische Lisung)

HLoese[{1l== 5, 0==100, V== 80,
O==2x{lwb+bxh+hxl), Y==1xbnrh},
{h, h}]

i

Ausdruck 2.3 Spezielle Berechnungsaufgahe ohne Lasung)
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Loese[{0==2»x(lxb+brh+hwxl), Y==1rbxh},

{b, h}]
{{h __ _-lo+zV+ (lo-2WMi-161°F ;
41¢
. 10_2v+«,n‘(1|:|_2v)2_151?v};
41t
{h . 1n-zv+ftlu-zv32-151?v;
41f
. _-ln+2v+4(10-2v32-151?v}}
41t

Ausdruck 2.4/ illgemeine Berechnungsaufgabe : Algebraische Losung)

Aufgabe 2

In einen Quader (ABCDA'B'C'D") wird ein ebener Schnitt gelegt, der durch den Teil-
punkt T auf AD, C und A" geht (Abb. 6.2.1, Planfigur). Wie grof3 ist das Schnittfla-

chenparallelogramm, wenn a =5 (cm), b =6 (cm), c =7 (cm) und AT/TD = g = 5/8?

s2

Abb. 6.2.1

Computergrafisches Ldsen:
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Wir verziehen in KORPERGEOMETRIE einen Quader bis er ungefahr die gegebe-
nen Kantenlangen hat, dann erzeugen wir den Teilpunkt mit g = 5/8 = 0,63 und die
Schnittflache und lassen den Quader so rotieren, bis die Schnittflache ihre wahre

Form zeigt (Abb. 6.2.2). Das Messergebnis fur den Flacheninhalt betragt ca. 45,2
(sz)_

I

A=452 ;:U=272

Abb. 6.2.2

Computernumerisches u. computeralgebraisches Losen mit MATHEMATICA:

Im Gegensatz zu Aufgabe 1 bendtigen wir hier Hilfsgrof3en. Es ergibt sich folgender

komplexer Ansatz mit Begriindungen:

a=5(cm),b=6(cm),c=7(cm), q=5/8
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a® +b?=d" (Satz des Pythagoras in AA' B'
C)

d*=d?+c? (Satz des Pythagoras in ACC'A)

s;?=TD?*+a? (Satz des Pythagoras in ACDT)

s,” = C'T'%+C? (Satz des Pythagoras in ACC'T')

q= %, AT +TD = b, CT'= AT (Definition von q)

d*=s,% +s,°— 2515, . cos (B) (Kosinussatz im ACT'A")

As = s1S2 sin (B) (Flacheninhalt des
Parallelogramms)

sin? (B) + cos? (B) =1 (Identitat)

Aufzuldsen nach Ag; dabei sind zu eliminieren:

d, d, s3, s, AT, TD, C'T', B bzw. sin (B), cos (B).

Das numerische Auflésen des komplexen Ansatzes, den der Leser leicht nachvoll-
ziehen kann, hat als Ergebnis die gerundete numerische Lésung (Ausdruck 3.1) und

die exakte numerische Losung (Ausdruck 3.2).

5
Hloese[{a==5,b==6,c==17, g== —,
&

-|':|.2+12I2 ==d'2;

ﬂ.2 ==ﬂ.l2+l:!2_r

512 ==TD2+E.2;
522 ==C'T'2+C2,
AT

E::[I; ]1T+TD==h, c'T! ==]1T,

ﬂ2 == 512 + 322 -25 82 Cos[f]
B === 2-8in[f],
Sin[B1° + Cos[£]° == 1},

i},
{d', 4, 51, 52, AT, T, C' T', Sin[8], Cos[F]}]

{{h, == -45.0129}, {&, ==45.0129}}
Ausdruck 3.1 (Speziellen Berechnungsaufgabe : Haherungslosung)

Die Losung der zugehdrigen allgemeinen Berechnungsaufgabe ist dem Ausdruck 3.3
zu entnehmen. Jeweils entféllt die negative Losung. Fur positives a, b, ¢, q gibt es
immer nur eine Losung. Natirlich kann diese Aufgabe auch mit der Substitutions-

methode mittels DERIVE gel6dst werden (Aufgabe fir den Leser).
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3
Loese[{a==5,b==6,C==17, g==—,
&

vﬂ.2+1'.|2 ==d'2,
ﬂ2 ==ﬂ.'2+l32,
512 == TD2 +E.2,-
322 ==C' T'2+E2,

AT
E::q, AT +TD ==h,C'T' == AT,

2 +s=22 - 25 5, Cos[£],

d2 ==57
R, ==%; 8; 5in[H],
Sin[£]° + Cos[B]” == 1},
i},
{d',d, 51, 8, AT, TP, CT, Sin[£], Co=s[£] }]

1 1
{{A, -=- A 34z4z1 } {As - = 3az4z1 }}

Ausdruck 3.2 (Speziellen Berechnungsaufgahe: Exakte Losung)
Loese[{ a’+b®==a'?,

dz == d'z + CE r

512 == TD2 + 3.2,-

522 ==C' le +C2;

AT

— ==, ﬁT+TD==h_,- C'T' == RT,

D

d2 == 512 + 522 -2 51 B2 Cos [ﬂ] r

A ==831 8 5in[£],

sin[8)° + Cos[B)° == 1},

{h:}.

{dl r d: 1y o nT: TD: CT: Sil‘l[ﬁ]; Cus[ﬁ] }]

{{A ___«Jhi ciiaf biqgact (lemiy }
’ WL+t ;
{A; __¥bieteal gt ec? (Le®) }}

Vl+gt

Ausdruck 3.3 (A llgemeinen Berechnungsaufgahe : Algebraische Lasung)

Bei Verwendung der Vektorrechnung ist das Lésen dieser Aufgabe einfacher, aber in
Klasse 10 verfigen wir noch nicht Gber das entsprechende mathematische Werk-
zeug.

Aufgabe 3

Gegeben sind von einer quadratischen Pyramide ihr Volumen (50 cm®) und ihre
Oberflache (100 cm2). Gesucht sind die GroéRe der Grundkante (a) und die Grol3e
der Hohe (h).
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Computergrafisches Ldsen:

Durch Verandern der quadratischen Pyramide in KORPERGEOMETRIE gewinnen
wir eine Pyramide, die in etwa das gegebene Volumen und die gegebene Oberflache
hat (Abb. 6.3.1).

I

V=0500:0=1004:G= 383:h= 39:s= 6.2

Abb. 6.3.1

_

Computernumerisches u. computeralgebraisches Losen mit MATHEMATICA:
Wir erhalten unter Verwendung der Bezeichnungen der Planfigur (Abb. 6.3.2) folgen-
den Ansatz:

V =50 (cm®), O = 100 (cm?)

V= % G'h (Volumenformel Pyramide)
O=G+M (Oberflachenformel Pyramide)
G=a’ (Flacheninhaltsformel Quadrat)
M=4"D (Flacheninhaltsformel Mantel)
D= % “a hp (Flacheninhaltsformel Dreieck)

hp? = ( 2 ) 2+ h? (Satz des Pythagoras)

Auflosen nach a, h; eliminieren: G, M, D, hp.
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Der Ansatz aus den sechs Gleichungen, die Wertzuweisungen zahlen nicht als

Gleichungen, ist vollstandig. (Warum?)

Abb. 6.3.2

Der top-down-strukturierte Ansatz lasst sich ,eins zu eins" in MATHEMATICA
implementieren.

Wir erhalten zwei verschiedene Losungen, d.h. zwei verschiedene Pyramiden: eine
breite u. niedrige und eine schmaélere u. hohere (Ausdruck 4.1). Beim computergrafi-
schen Losen haben wir nur eine der Pyramiden gefunden. Wir machen die Probe,
indem wir gegebene mit zu bestimmenden Grof3en vertauschen (Ausdruck 4.2, fur

nur eine Lésung).

HLoesePositiv[{¥ == 50, 0 == 100,

1
V== _Gh,

3
0==G+M,
G::E.E;
M==4D,

a
D== —hy,

fih== 3.92375, a== 6.18294}, {h== 12.7429, a == 3.43092}}

Ausdruck 4.1 Spezielle Berechnungsaufgabe : Ndherungslisung)
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Hl_.nesePusitiv[{h ==3.92379, a== 6.18294,

V== _Gh,
0==G+M,
== 3.2,-
M==4D,
a
D== = hg,

{¥== 50.0000, 0== 100,000}

Ausdruck 4.2 Spezielle Berechnungsaufgabe : Losungskontrolle durch Umkehrung)

Wie nun z.B. das Volumen verandern, um nur eine Pyramide zu bekommen? Ein zu

grof3es Volumen fuhrt zu keiner Lésung (Ausdruck 4.3), da dann die Oberflache zu

klein ist.

lILnesePnsitiv[{‘l.F == 60, 0 == 100,

VY-- _Gh,
3
l]==G+H,
G==a2,
M--4D,
a
D== —hyp,

i

Ausdruck 4.3 Spezielle Berechnungsaufgabe mit Variation von v ohne Losung)

Durch systematisches Probieren vergréf3ern wir das Volumen solange bis die beiden

numerischen Losungen zusammenfallen (Ausdruck 4.4/5).
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HLoesePositiv[{V == 55, 0 == 100,

¥--1/3Gh,
D-=G+M,

G--a"2,

M--4D,

D--af2h,
hp“2==(af2)"2+h"2},
{a, h},

{G.r H.r D.r h]:l }]
{th==4.856%92, a== 5.82857}, {h==10.2946, a == 4.0035345}}

Ausdruck 4.4 Spezielle Berechnungsaufgabhe mit Variation von V)

HLoesePositiv[{V == 58.92556509888, 0 == 100,

a2
h]:u2 == [E] +112};
{a, h},
{G’r H.r D.r hD}]
{{h==7.07107, a==5.1, {h=="7.07107, a=="5.1}

Ausdruck 4.5 (Spezielle Berechnungsaufgabe mit zusammenfallender Lisung)

Es stellt sich folgende allgemeine Berechnungsaufgabe: Welchen Bedingungen
(Losbarkeitsbedingungen) missen Volumen und Oberflachengro3e einer quadrati-
schen Pyramide gentigen, damit es genau eine, keine oder zwei entsprechende Py-
ramiden gibt? Um diese Frage zu beantworten, verallgemeinern wir den Ansatz von
Ausdruck 4.2, indem wir einfach die Wertzuordnungen fur V und O weglassen (Aus-
druck 4.3). Wir erhalten vier Paare von Lésungsformeln fir a und h.

(MATHEMATICA kann dem naiven Benutzer nicht erklaren, warum es genau vier
Losungen gibt. Das ware eine Motivation, die spezielle bzw. allgemeine Aufgabe
traditionell handisch oder mit der Substitutionsmethode mittels DERIVE zu l6sen;
man erhalt eine zu einer quadratischen Gleichung reduzierbare biquadratische
Gleichung.) Davon entfallen die erste und die dritte Losung, da in ihnen jeweils a
negativ ist und im Aufgabenkontext nur positive Losungen zulassig sind. Aus den
anderen in Frage kommenden LOsungen bestimmen wir nun die LOsbarkeits-

bedingungen.
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hn,
2
e (2

{a, h},
{G’.r H.r D.r h]:l ]’]

{{h o nr-sot-zgEove a___u’nhxfn‘*-zaawi }

o 24V T 50 !

{h __ pi-ot-zssove Jot .0 _zea 0w }
o 24V T 50 ’

{h o nfas0t-zgEove a___u’ni-x-'n'*-zaawi}
o 24V T 50 !

{h __ Di+ot-zss0VE Jot 0T _zea 0w }}
o 24V T 50

Ausdruck 4.6 ¢dllgemeine Berechnungsaufgabe : Algebraische Losung)

Es sind generell zwei Arten von Losbarkeitsbedingungen zu unterscheiden:
Bedingungen, die sicherstellen, dass Uberhaupt reelle Lésungen existieren und
kontextgebundene Ldsbarkeitsbedingungen, die in unserem Beispiel die Positivitat
der Losung garantieren.

Fir reelle Losungen mussen die Radikanden der Quadratwurzeln grof3er gleich Null
sein, was auf die Bedingung O — 288 OV? = 0 fuhrt, die hier nicht weiter vereinfacht
werden soll. Jetzt kbnnen wir den exakten Volumenwert bestimmen, fir den es bei

O =100 (cm?) genau eine Pyramide gibt. Fur die positiven reellen Losungen muf3

0? - (0% - 288 OV?)"2 > 0 sein, was einfach aus 288 OV > 0 geschlossen werden
kann.

Im Rahmen eines Projekts in Klasse 9 kdnnen alle Aufgaben Uber die quadratische
Pyramide aufgestellt und systematisiert werden (offene Aufgabe!). Die Tabelle zeigt
eine solche Aufgabenibersicht. Mittels computeralgebraischen Losungsmethoden
sind die allgemeinen Berechnungsaufgaben zu l6sen und die Ldsbarkeits-
bedingungen anzugeben und zu diskutieren. Welche der Aufgaben lassen sich bes-
ser mit MATHEMATICA oder welche besser mit DERIVE l6sen? Zu welcher

Aufgabenvariation kann man entsprechende Anséatze variieren? Usw.
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GrolRen
\ a h S hp O V
Aufgaben
1 geg. geg. ? ? ? ?
2 geg. ? geg. ? ? ?
3 geg. ? ? geg. ? ?
4 geg. ? ? ? geg. ?
5 geg. ? ? ? ? geg.
3) ? geg. geg. ? ? ?
V4 ? geg. ? geg. ? ?
8 ? geg. ? ? geg. ?
9 ? geg. ? ? ? geg.
10 ? ? geg. geg. ? ?
11 ? ? geg. ? geg. ?
12 ? ? geg. ? ? geg.
13 ? ? ? geg geg ?
14 ? ? ? geg ? geg
15 ? ? ? ? geg geg

Tabelle (Systematische Variation von Berechnungsaufgaben)

Aufgabe 4
Von einem Kegel sind das Volumen (V = 100 cm3) und der Radius der Grundflache

(r = 3,5 cm) bekannt. Wie grol} ist seine Oberflache?

Computergrafisches Ldsen:
In KORPERGEOMETRIE verziehen wir die Spitze und einen Grundflachenpunkt ei-

nes Kegels so, dass er ungefahr den gegebenen Volumenwert und den Wert des
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Radius annimmt (Abb. 6.4). Wir lesen u.a. die fir die GroR3e der Oberflache 131.9

(cm?) ab.

_

¥=1000:0=131.9:G= 39.0: M= 929 1= 35:h= 77

Abb. 6.4

Computernumerisches u. computeralgebraisches Lésen mit DERIVE:

Zu substituierende Variablen wurden mit ,;="zu globalen Variablen erklart (Ausdruck
5.1, Zeile 6/10), um mit ,Vereinfachen” ihr automatisches Ersetzen durchzufuhren.
Die Losungsformel fur O wird als Berechnungsmakro in Abhangigkeit von V und r

definiert (Zeile 14); Ersetzung von V und r durch die gegebenen Werte liefert u.a. die

gerundete LOsung fur O (Zeile 16). Es gibt fir jedes positive Wertepaar V,r eine L6-
sung.
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2
#2: G :=n-r
#3: M = m-»r-=
2 2 2
##id: s =h + pr
#5: s = Jfh + r )
2
#6: = = Jfh + » )
2
#7: 0 =nr-dh +pr ) + n-p
i 2
#g: U = —m-» -h
3
3-u
h:
#e: 2
m-r
-l
h ==
#i@a: 2
mr
2 6
JEF-U o+ oo D 2
#H1i1i: O = + e
r
2 2 [
JE?-155 + w -4.5 3 2
#12: 0 = + m-4.5
4.5
#13: 0 = 184.963
2 6
JEF-U o+ oo D 2
H14: OV, »y == + e

#15: 0O{155, 4.5}
H16: 184.963

Ausdruck 5.1

Der Ausdruck 5.2 zeigt den sich selbst erklarenden LOsungsweg mit den ent-

sprechenden Wortvariablen.
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#1: Oberfliache = Grundfliche + Mantel

2
#2: Grundflache = m-Radius

#3: HMantel := m-Radius -Mantellinie

2 2 2
#4: HMantellinie = Hihe + Radius

2 2
#5%: HMantellinie = J{Hihe + Radiu= }

2 2
#6: HMantellinie := J{Hihe + Radius }

2 2 2
#7: Oberfliache = m-Radius-J{Hdhe + Radius } + m-Radius
#8: VUolumen = —-m-Radius -Hihe
3 -UVolumen
Hiohe = —mm
He: 2
nm-Radius
3 -Uolumen
Hohe 1= ———
#18: 2
m-Radius
2 b 2 3
J{m -Radius + 2-Uolumen } + m-Radius
#11: Obherflache =
Radius
2 [ 2 3
J{m -4.5 + 2-155 3 + m-4.5
#12: Oberflache =
4.5
#13: Oberflache = 184_.963
2 b 2 3

J{m -Radius + 2-Uolumen } + m-Radius

#14: Oberflache{Uolumen. Radius) :=
Radius

#15: Oberfliche{155. 4.5)
#16: 184_963

Ausdruck 5.2

Computernumerisches u. computeralgebraisches Losen mit MATHEMATICA:

Um den Ansatz komfortabel top-down zu formulieren, verwenden wir die Hilfsgro3en
G, M, s und h. Die ndherungsweise numerische L6sung zeigt der Ausdruck 6.1. Im
Ausdruck 6.2 sind auch die Hilfsvariablen zu Variablen gemacht worden, nach denen
aufzuldsen ist; wir erhalten somit alle Zwischenergebnisse der speziellen Berech-

nungsaufgabe.
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HLoesePositiv[{¥ == 100, r == 3.5,
0-==G+M,
G == ;rnrrz,
H==mxrr»=s,
Vo=1/3n7sr +h,
g ==h° +r2},
{0},
{6, M, s, h}]

Ausdruck 6.1 Spezielle Berechnungsaufgabe : Hdherungslosung)

llLuesePusitiv[{‘l.F ==100, r==3.19,
0==G+M,
== ?t*rz,
M==mrrwns,
Yo=1f3+7w+r" +h,
s == 1 +r2};

{0, 6, M, 5, h}]
== 132.442, G == 38.4845, M == 93,9574, 2 == 8.54502, h == 7.79534}

Ausdruck 6.2 Spezielle Berechnungsaufgabe : Hdherungslosung mit Zwischenergebnissen)

Im Ausdruck 6.3 finden wir den allgemeinen Ansatz mit seinen Losungen; die erste
Losung entfallt fir die Aufgabenstellung, da sich aus ihr 0 > \Va ergabe. Das sehen
wir auch, wenn wir alle Zwischenergebnisse ausgeben lassen (Ausdruck 6.4), dann

erhalten wir namlich eine negative GroRRe fur den Mantel.

Loese[{ 0==G+N,
G== ;rl:wrz,
H==mxrr»s,
Vo=1/3s7ar+h,

52 ==:|'I.2 +r2},

{0},
{G, M, 5, h}]
of i yf gyl mrd oy iyl oyl
{D ==7|.'Iz——,-|:|== }

r r

Ausdruck 6.3 @llgemeine Berechnungsaufgabe : Algehraische Losung)
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Loese[{ 0==G+M,
== :n:wrz,
H=—=rrrr=s,
Ve=1/3smsr’wh,
s ==h" +r2}_,

{0, G, M, s, h}]

ai q it
0 ==r|me-, |mietse 2 |, G == mc’, M == —r, |=fcls .
n 4
r r
, v N 3V 0 . g 97 c ;
3 == - r+ﬁ; == xrz};{ == L |TL+ AT T+ r* N __}‘1.']:,
oyt oyt 3V
Me=r, (mriey —— ,3 == |ty —— ,h == }
rt mirt mrt

Ausdruck 6.4 @llgemeine Berechnungsaufgabe : Algebraische Losung mit Zwischenergehnissen)

Den allgemeinen Ansatz kann man nun variieren, indem z.B. O und V als gegeben
und r als gesucht (Ausdruck 6.5) oder O und r als gegeben und V als gesucht (Aus-
druck 6.6) angesehen werden. (Der Leser mdge selbst die Losbarkeitsbedingungen

untersuchen.)

Loese[{ 0==G+HN,
== :rnrz;
M=z=mrr»=,
Ye=1/3nrmar-wsh,
I +r2};
ir},
{6, M, s, h}]

i al 0% _yz myt - al 0%z myt i+ al 0¥ 7z mipt
Jo Jo Jo

2 2 Z 4

—"—
[ nd
[}
[}
|

-
-
[}
[}
-
=
[}
[}
|
o

+) 0% gz myt
oy ——"
4l 0

2

Ausdruck 6.5 Allgemeine Berechnungsaufgabe mit Ansatzvariation : Algehraische Losundg)
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Loese[{ 0==G+H,
== n'wrz,
MH==mrr+=s,
Ve=1f3arars vh,
s ==h" +r2},
v},
{6, M, 5, h}]

ot £ oL # o1 £ #
{v_ Snjnr (0-zmriy, ¥ Snjnr (0 2m:)}

Ausdruck 6.6 (@llgemeine Berechnungsaufgabe mit Ansatzvariation : Algebraische Losung)

Aufgabe 5

Von einem aus Zylinder und Kegel zusammengesetzten Kérper (Abb. 6.5, Planfigur)
sind gegeben der Grundkreisradius (r), die Zylinderhdéhe (hz) und die Mantellinie (s)
des Kegels. Zu berechnen sind die Oberflache und das Volumen des gesamten

Korpers.

[ L Ty,

Abb. 6.5

Computeralgebraisches Losen mit DERIVE:

Die Substitution der entsprechenden HilfsgroRen in der Oberflachen- und der Volu-
menformel fuhrt zur Definition der Berechnungsmakros fur O und V in Abhangigkeit
von r, s und hz (Ausdruck 7, Zeile 15/16). Als anschauliche Ldsbarkeitsbedingung
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ergibt sich fur die Volumenbestimmung s > r, wenn wir den ,platten* Kegel aus-

schlielRen.

#9:

ia:

#Hi1:
#Hiz2:

#i13:

f#i4:

#i15:

#Hi6:

Ausdruck 7

L=
I

G + MZ + MK
VEZ + UK

MZ = 2-m-»-hZ

MK = m-»-=
UZ := G-hZ
1
UK == —-G-hK
3
2 2 2
8 =pr + hK
[ 2 2 2 2 ]
hK = Jd{s —» 3, hK = — J{s —» )}
2 2
hK == J{zs - » 3
2
0 =2-nm-hi-» + m'» + m-p-=
0 =m-r-{(2-hf + 5 + 1)
2 2 2
mr -Jf{s —r 3 2
u = + m-hZ-»
3
2 2 2
v m-r {Jf{s —r ) + F-h&)
3
Ny, 2, hf) = m-»-{2-hi + = + »)
2 2 2
mr {Jd{s —r 3 + 3-hi)
U{r, 2., hZ) ==

3

Computeralgebraisches Losen mit MATHEMATICA.:

Wir entwickeln den Ansatz schrittweise verfeinernd von der O- und V-Formel aus

(Ausdruck 8). Aul3er der Positivitat der gegebenen GroRRen, gibt es keine weiteren

Lésbarkeitsbedingungen.
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Luese[{l] ==G+MF + MK, :
V—VZ+VK,

2
==+ , MZ == 2 « s Fwvhg, MK == T+Y x5,

1
uz::Gﬂ':hE; == ?‘H’Gth}:;
52 ==li'2 1\']11{]-;

{0, ¥V},

{G, MZ, MK, VZ, VK, hg}]

1
{n == ME(Et+8+2hg), ¥ == —x(32+31:2hzj}
5

Ausdruck 8 (allgemeine Berechnungsaufgabe : Algebraische Losung)

6.3 SchluBbemerkungen

Bemerkung 1:

Ideal wéare ein Computerwerkzeug, mit dem man sowohl den grafischen
Lésungsmodus als auch die anderen Losungsmodi kompatibel ausfiihren kénnte,
ohne zwischen ganz verschiedenen Benutzungsoberflachen zu wechseln, was trotz
Multitasking bei naiven Usern Probleme mit sich bringen kann. Hier besteht als noch
ein entsprechender Software-Entwicklungsbedarf.

Bemerkung 2:

Die oben konkretisierte Konzeption einer computerunterstitzten Gesamtbehandlung
von (raum-)geometrischen Berechnungsaufgaben ist ein Beispiel daflr, wie durch
ein Medium nicht nur ein Methodenwandel, sondern auch eine Anderung von Zielen
und Themen hervorgerufen werden konnte. Wir sind aber der konservativen
Meinung, dalR es fur's erste genugt, neue Methoden und Ziele an traditionellen,
ausreichend komplexen Aufgaben zu realisieren.

Bemerkung 3:

Die vorstehende Konzeption des computerunterstitzten geometrischen Berechnens
versteht sich als eine antithetische Setzung zur bisherigen Behandlung (raum-)
geometrischer Berechnungsaufgaben. Die Zukunft wird zeigen, wie sich — trotz der
Verfremdungen gegentber dem handischen Losungsstandard — eine Synthese aus

traditionellem und computerisiertem Berechnen herausbilden wird.

Bemerkung 4:
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Eine Mdoglichkeit, von den vorstehenden computerunterstitzten Berechnungs-

methoden zur h&ndischen Berechnung lberzugehen, besteht in der Analyse der

computergenerierten Ergebnisse gemalR der Frage: Wie lautet die Gleichung, die zu

zwei, drei, vier Losungen fuhrt?
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